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GIRIS

Miioyyon cisimdo gedon fiziki proseslorin Oyronilmesi, homin
prosesin riyazi modeli olan diferensial tonliyin Oyronilmosina
gotirilir. Bu zaman diferensial tonliyin halli olan funksiya miioyyon
fiziki komiyyati ifads etdiyinden, tenliyin hollinin dyrenimasi fiziki
prosesi izlomoys imkan verir. Bu ciir tonliklor riyazi-fizikanin
tonliklori adlamir. Oyronilon fiziki prosesdon asili olaraq homin
tonliklor oksar hallarda xiisusi toromali diferensial tonliklor olurlar.

Sorbast doyisonlor, sorbost doyisonlordon asili machul
funksiya vo bu mochul funksiyanin xiisusi toromolori daxil olan
tonliklors xiisusi toromali diferensial tonliklor deyilir.

Xiisusi toromoli diferensial tonliyin imumi sokli

d d o
F(xlj.”’xn’u’ u JEEEIR u RN u ’.-.):0
0x; 0x,, 0x;0x ;

yazila biler.
Tonliya daxil olan tdromolorin tortibinin on bdyiiyiine
diferensial tonliyin tortibi deyilir.

Tonliyin halli dedikds elo w = u(x,,...,x,,) funksiyas: basa

diigiiliir ki, bu funksiyanin tonliyo daxil olan kosilmoz xiisusi
toromolori var vo bu funksiyani vo onun tdramslarini tenlikds yerino
yazdiqda, onu eyniliyo g¢evirir.

Ogor machul funksiya vo onun toéromolari tonliya xotti daxil
olmuslarsa, onda tonliys xotti tonlik deyilir. Masolon,

2 2, .3
Uy + XY Uyy + 33Uy, F U — YU, FSU=XT+ Y

tonliyi xotti diferensial tonlikdir.

Tonliyo on yiiksok tortib toromolor xotti, kicik tortib
toromolor vo machul funksiya iss ixtiyari qaydada daxil olmuslarsa,
onda tonliyo kvazixatti diferensial tonlik deyilir. Moasalon,

6

2 2 2 _
Uy + Uplyy + UG, + XU, +sinu, +u” =0

tonliyi, kvazixatti diferensial tonlikdir.

Ogor tonlik xotti vo kvazixotti deyilso, ona geyri-xotti
diferensial tonlik deyilir.

Biz ancaq iki tortibli xatti tonliklorlo mosgul olacagiq. Bu bir
torofdon belo tonliklorin  ¢oxsaholi totbiqi imkanlarn ilo, diger
torofdon iso mohz belo tonliklorin az-¢ox dolgun, biitov
nazariyyasinin movcudlugu ils izah olunur.

Riyazi fizika tonliklorinin osasini hidrodinamika, elastiklik
nazoriyyasi, elektrodinamika, istilikkecirmo nozoriyyssi vo s.
saholordo meydana ¢ixan maosalolorin riyazi Oyronilmasi togkil edir.
Belo masalalor xiisusi toromsli diferensial tonliklorin bu vo ya diger
sortlori 6doyon hollinin tapilmasina gotirilir.



7

I FOSIL.

XUSUSI TOROMOLI TONLIKLOR.
SORHOD MOSOLOSI.

§ 1. Riyazi fizikanin boazi tonliklorinin ¢ixarilis.

1°. Istilikkegirmo tonliyi:

Forz edok ki, sorhoaddi S olan izotrop Q cismi xarici
miihitlo istilik miibadilosindodir. Bu prosesi izloyok. Ixtiyari ¢
aninda cismin (x,y,2z) noqtesinin temperaturunu u(x,y,z,t) ilo,
cismin sixhigimi p, xiisusi istilik tutumunu p ilo isaro edok.
Cisimdoki istilik monbalorinin intensivliyi, yoni vahid zaman orzindo
vahid hocmin ayirdigi istiliyin migdar1 f olsun.

Cismin sothindo AS soth elementi gétiirok. Bu sothdon
vahid anda cisma daxil olan (va ya cisimdan ¢ixan) istiliyin miqdar1

AQ, = k%% AS
ov

borabarliyi ilo toyin olunur, burada miitonasiblik omsali olan k&,
cismin istilikke¢irmo omsali adlanan miisbot komiyyat, v iso AS
sathing ¢okilon xarici normaldir.

Cismin S sothindon vahid zamanda daxil olan istiliyin
miqdari

Q:jka—”ds
5 ov

olacaq. Sag torofa Qrin diisturunu taotbiq etsok, onu

Q= [ Z(+2) 0 2 (k2] 2 (12 aray e
slox\ ox/ oyl ay) oz\ oz

soklinds yaza bilarik.

8
Cisimds olan daxili manbalarin hesabina, vahid zamanda ona
verilon istiliyin migdari

Q, = jf dxdydz
Q

olacaq.

Cismin d7 = dxdydz hocm elementini gotiirok. Bu elemen-
tar hocmin kiitlosi dm = pdr olacaq vo At zaman orzinds onun

temperaturunu du qadar doyismok ti¢iin lazim olan istiliyin miqdari
0
AQ; = ydu-dm = j/pa—L;Atdz'

olar. Onda biitlin cismin temperaturunu doyismok iiclin vahid
zamanda lazim olan istiliyin miqdari

ou
Q; = J7p—dxdydz
5ot

olacaq.

Ogor cisimds istilik itkisi yoxsa, yoni cismo xaricdon daxil
olan vo daxili manbolor hesabina cisma verilon istiliyin hamisi, onun
temperaturunu doyismoya sorf olunursa, onda

Q) + @, = &s
boraborliyi 6donmolidir.

Beloliklo,

[ (02 L) 2 (2. e -
5 ox ox oy oy oz oz
= I 7pa—u dxdydz
o ot

aliriq ki, buradan da Q oblastinin ixtiyariliyindon, geyri-bircins
cisimdas istilikkegirmos tonliyini



0 ou 0 ou 0 ou ou
—\k—|+—|k— |+— | k— |- ypp—=—f (1.1
8x( 6x) 6y( 6yj 62( 62] » ot D

alirig. Bircins Q cismi i¢iin & = const, p = const, g = const

oldugundan, (1.1) tenliyi
1 —
R Ly S R it TP
a2 ot 6p k
sokling golir, burada
’u  *u  du

Au = + +
o 6y2 02>

isars edilmisdir.
Ogor Q cismindo gedon istilik prosesi stasionardirsa, yoni

zamandan asili deyilss, onda (Z—L: =0, vo bu halda (1.2) tenliyi

Au=F (1.3)
soklina golir. Alian (1.3) tonliyine Puasson tonliyi deyilir. Bu zaman
ham do, istilik monbalari yoxdursa,

Au=0
tonliyini alariq. Bu tonliyo Laplas tonliyi deyilir.

2°. Simin rags tonliyi:

Sim dedikdo en kosiyi uzunluguna nisbaton olduqca kigik
olan cism baga disgiilir. Sim oyilmoys qars1 he¢ bir miigavimat
gostormadiyi halda, dartilmaya gars1 miigavimot gdstarir.

Forz edak ki, sim x oxu boyunca yonslmis tarazliq vaziyyati
otrrafinda enina rogs edir vo bu rogs x oxuna perpendikulyar
miistovi tizarindadir.

Ixtiyari ¢ aninda simin x ndqtosinin tarazliq veziyyatinden
olan yaymmasim u(x,t) ilo, x noqtesinde bu oyriys ¢okilon

toxunanin x oxu ilo amals gotirdiyi bucagi a(x) ils isare edok (sokil

1.

10
ul
Tx)
N
|M1
|
|
pr .
0] X X X, X
Sokil 1.

Simin ixtiyari (x;,x,) hissesini qeyd edok. Bu hisso rogs
zamant MM, formasini alir. Simin kigik rogslori zamani onun

geyd olunmus hissasinin uzunlugu sabit qaldigindan, Huk ganununa
osason, simin hor bir ndqtesine tesir edon gorginlik qilivvesi zamana
g6ra dayismir, T' = T'(x) .

Digor torofdon, x ndqtasine tosir edon gorginlik qiivvosi,
u(x,t) oyrisina ¢okilon toxunan istigamatinds yonsldiyindon, onun
u oxu lizorindaki proyeksiyasi

T, ETsina:Ttga-cosa:T-u—sz-u

\/1+u§ i

baraboarliyi ile tapilir. Simin kigik ragslorine baxdigimizdan
T,=T-u,
gotiirmok olar. Beloliklo, simin MM, hissesino u istiqgamotindo

tosir edon gorginlik qiivvasi

X
0 ou
T, 0) - T(x) = [ 2722 ) ax
M ox ox
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olacagq.
Simin vahid uzunluguna tosir edon xarici qiivvonin # oxuna

paralel istigamotdo yonolmis proyeksiyasi f(x,t) ilo isaro etsok,

onda MM, hissasino u oxu istiqgamatinds tosir edon xarici qiivve

X2

j f(x,t)dx

X
olacaq.

Simin xatti sixlig1 p(x) olarsa, onda onun MM, hissasinin
inersiya qlivvosi
X

~ [ p(x)

X1

2
6;de
ot

olar. Dalamber prinsipina gors, simin har hansi hissasins tesir edon
biitlin qiivvaler, inersiya qilivvasi do daxil olmaqla tarazlasirlar.

2
a;La’xzo
ot

T%(Tux) [ rwndz- [ peo

X1

barabarliyi 6donmolidir. Buradan da, x;x, sahosinin ixtiyariliyindon

’u 0
% —E(Tux) = f(x,1)

yaza bilorik. Bu tonliyo simin rogs tonliyi deyilir.

px)

Xiisusi halda, T' = const, p = const, olarsa, tonlik
o*u 2 o*u
2 ¢ 2
ot ox
soklina galir. Bu bircins simin rogs tonliyidir.

= F(x,t)

Simo xarici qiitvva tosir etmirso, F'(x,t) = 0 vo alinan
o*u 5 o%u
2 ¢ 2
ot ox
tonliyo, simin sarbast rags tonliyi deyilir.

=0
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§ 2. Ikitortibli ikidoyisonli tonliklorin tosnifat:
va kanonik soklo gotirilmasi.

Ikitortibli tdromalarin xotti daxil oldugu xiisusi toromali

o’u o’u o’u
a +2b +c =f(x,y,u,u,,u 2.1

diferensial tonliys baxaq, burada a,b,c omsallar1 x,y doyi-

sonlarinden asili funksiyalardir.
Bu tonliyi sado soklo gotirok. Bu moagsadlo,

{f = p(x,)

n=yx,y)
ovozlomosi vasitosilo, yeni &,7n doyisenlorine kegok. Forz edocoyik

2.2)

ki, bu avozlomonin yakobyani sifra ¢evrilmir,
Px Py
Ve Yy

Bu sort daxilinda, (2.2) avozlomasinin tors avazlomasi var va

J = £0. (2.3)

buradan x, y doyisenlorini &, 7 vasitssilo tapmaq olar.

Bilavasits diferensiallamagqla aliriq ki,
Uy = Ug -Gy + Uy Ty
Uy = Ug Sy + Uy Ty,
Upe = UzebySy + 2UgpEoT, + u777777§ + UsSyy + Uplley s
Upy = UgeSuSy + Ugy(SxTly + SyT1x) + UyyTlyTly + UsSy + Uplyy
Uy = Ugey + 2ugySylly + u,77777§ Uy + Uyllyy-

Toramalarin bu qiymatlarini (2.1) tonliyinds yerins yazsaq,
AU§§ + 2Bu§,7 + (:’un,7 = F N (24)

tonliyini alariq, burada omsallar
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A=a&] +2bEE, +cés,
B =a&,n, +0(&ny +&yny) +c&yny, (2.5
C= anﬁ +2bn,n, + c77§
barabarliklari ilo tayin olunurlar, F = F(&,n,u,uz,u,) iss ikinci
tortib téromslarin daxil olmadigi hadlorin comidir.
Indi (2.2) avozlomosindoki ¢ vo y funksiyalarmi elo seg-
moyo ¢alisaq ki, (2.4) tonliyi sado soklo golsin.
Forz edok ki, A omsalini sifir etmok istoyirik. Onda, (2.5)
boraborliyindon goriindiiyii kimi, ¢(x,y) funksiyasi
ap? + 26,0, + C(/J§ =0 (2.6)

tonliyinin holli gotiirmok lazimdir. Lakin bu tonlik xiisusi toromoli
diferensial tonlikdir vo onun hollini bilavasite tapmaq, hamiss o gador
ds asan olmur.

Bununla belo, gostorak ki agor ¢(x, y) = const ayrisi

ady® - 2bdydx + cdx? = 0 2.7

adi toromoli diferensial tonliyin {imumi inteqralidirsa, onda
¢ = @(x,y) funksiyasi (2.6) xiisusi toramali tanliyinin hallidir.

Dogrudan da, ¢(x,y) = ¢ ayrisi boyunca, ¢, dx+¢,dy=0
oldugundan

D0 (2.8)

dx @y
alariq. Indi (2.7) tonliyini dx?-a boliib, (2.8) boraborliyini nozoros

2
a(—(p—xJ —2b(—¢—xJ+c= 0
P, Py

almar ki, bu da elo (2.6) tonliyi demokdir.
Beloliklo, (2.6) tonliyini holl etmok ovozino, (2.7) adi

alsaq,

14

toromoli diferensial tonliyinin {imumi inteqralini tapmagq kifayatdir.
Yuxaridaki (2.7) tonliyine (bozon elo (2.6) tonliyino do), (2.1)
xiisusi toromali tonliyinin xarakteristik tonliyi, xarakteristik tonliyin
hollaring is9, (2.1) tonliyinin xarakteristikalari deyilir.
(2.7) xarakteristik tonliyinden

dy _btVb®-ac

2 . (2.9)

alariq. Sag torofdoki kokiin altindaki A(x,y) = b% —ac ifadonin

isarosindon asili olaraq, (2.1) xiisusi toromsli diferensial tonliyi
tiploro ayrilir.
Tonliyin verildiyi oblastdan gotiiriilmiis hor hanst M (x, y)

noqtesinda:

1. A(x,y) > 0 olarsa, tonliys M noqtesinds hiperbolik tip;

2. A(x,y) <0 olarsa, tonliys M noqtesinds elliptik tip;

3. A(x,y) =0 olarsa, tonliyo M noqtesindo parabolik tip tonlik
deyilir.

Oblastin biitlin noqtelerindo eyni tips aid olan tonliklars
baxaq. Belo tonlikloro oblastda, uygun olaraq, hiperbolik, elliptik,
parabolik tonliklor deyilir.

Xarakteristikalarin tonliyindon goériindiiyli kimi, tonlik ob-
lastda hiperbolikdirss, onda oblastin har bir ndqtesinden tonliyin iki
hoqiqi vo miixtalif xarakteristikalar1 kegir.

Ogor tonlik parabolikdirss, xarakteristikalar tist-listo diisiir vo
hor ndqtodon tonliyin bir hoaqiqi xarakteristikasi kegir. Nohayot,
elliptik tip tonliyin haqiqi xarakteristikalar1 yoxdur.

Hor bir hala ayriligda baxaq va bu halda tonliyi kanonik soklo
gatirak.
1°. Tutaq ki, tonlik oblastda hiperbolikdir tanlikdir. Bu halda (2.9)
tonliyinin (vo buna goéro do (2.7) tonliyinin) iki miixtalif
o(x,y) =const, w(x,y)=const Umumi inteqrallar1 var. Onda,
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yuxarida gostordiyimiz kimi, & =@(x,y) ve n=w(x,y) funk-
siyalar1 (2.6) tonliyini Odomolidirlor. Bu gqayda ilo gotiirilmiis
ovozlomo zamani (2.5) boraborliklorindon gériindiiyti kimi A =0,
C = 0 alariq. Bununla, (2.4) tonliyi

urf?] = E(g’ﬂzuvufvun) (210)
soklino golir. Alinan (2.10) tonliyino hiperbolik tonliyin birinci

kanonik sokli deyilir.
Bu tonlikdo &, 7 doyisonlorindon
s+ c—1
a = 5 =
2 g 2

ovazlomasi vasitasils yeni «, f dayisenlarineg kegsok, onu
Uge —Upp = Fr(a, Bu,u,, ug)
soklino gatirarik. Buna hiperbolik tonliyin ikinci kanonik sokli
deyilir.
2°. Parabolik hala baxaq. Bu halda b% = ac oldugundan, a vo ¢

omsallar1 eyni isaralidirlor. Umumiliyi pozmadan hor ikisinin miisbat
oldugunu forz etmoak olar (oks halda, (2.1) tonliyinin hor terofini -1 -

9 vurardiq), yoni b = Va Ve olar.
Xarakteristik (2.7) tonliyinin bir ¢@(x,y) = const timumi

inteqrali var. Yeni
{5 = p(x,y)
n = n(x,y)
ovazlomasi gotlirak, burada 7(x,y) funksiyasi, (2.3) sortini 6doyen

ixtiyari hamar funksiyadir.
Bu zaman, & = ¢(x,y) funksiyasi (2.6) tonliyinin halli ol-

dugundan,

A= a(pﬁ + 2b¢x(py +c(p§ =

=ap; +2¥avNco,p, +tcop, = Nap, +vcop,) =
2+ 2NaVep.p, +cpl = Nap, +Vep,)? =0

16
\&)
B =ap.n, +blp.n, +oyn.)+coyn, =
= (Wag, +Vep)Wan, +Ven,) =0
alarig. Onda, (2.4) tonliyi
Uy, = K& nu,uz,u,)
Saklina goalir. Buna parabolik tonliyin kanonik sokli deyilir.

3°. Elliptik halda, (2.7) tonliyinin ancaq kompleks hoallori var;
¢(x,y) =const bu tonliyin kopleks timumi inteqrali olsun. Foarz

edok ki,
a(x,y) = Rep(x,y), Bx,y) =Ime(x,y).
Onda
p=a+if, ¢, =a,+iB,, ¢, =a;+if,. (2.11)
Yeno & = p(x,y) funksiyast (2.6) tonliyinin halli oldugun-
dan
a(pi +2bg, 0, +c¢§ =0.

Buradan, (2.11)-1 nozars alsaq,
ala, +if,)” +2b(a, +if ) a, +ify) +cla, +if,)’ =
= [(aay +2ba,a, +cay)—(afy +2bB, By +cfy)]+

+2iaa, f, +b(a,f, +a,B,)+ca,B,]=0
boraborliyini alariq. Bu borabarlik gostarir ki, agor
¢=ax,y),

n=px,y)
ovozlomasi  gotiirsak, (2.5) disturlarindan  goriindiylii  kimi,
A = B, C =0 alariq. Onda, (2.4) tonliyi
Ugg +Upg = Fyla, Bou,uy, ug)
soklino golir. Buna elliptik tonliyin kanonik sokli deyilir.
Qeyd edak ki, bilavasite yoxlamaqla gdstorilon
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B? - AC = (b* —ac)J?
barabarliyindon goriiniir ki, qeyri-moxsusi ¢evirma (J # 0) zamani,

xiisusi toromali tonliyin tipi doyismir. Bu o demokdir ki, tonliyin
hans1 tipa daxil olmasi, onun invariant xassasidir vo tonliyi kanonik
sokla gotiron qeyri-maxsusi ¢evirmadan asili deyil.

Biz gostordik ki, oblastda tipini saxlayan ikidoyisonli xiisusi
toramoli tonlik {igiin, elo geyri-moxsusi avazloms var ki, bu avazlomo
tonliyi eyni zamanda oblastin biitlin ndqtalorinde kanonik sokla
gotirir.

Lakin, asagida goracayimiz kimi, sorbast doyisonlarin say1 ii¢
vo daha ¢ox olan halda, doyison amsalli xatti tonliyi oblastin biitiin
noqtalarinds eyni zamanda kanonik soklo gotiron avazlomo yoxdur.

§3. Coxdayisanli tonliklorin tosnifati.

Tutaq ki, x =(x,%,,...,x,) fozada ndqte, wu(x) = u(x,,

X3,...,%,) bu ndqtoden asih funksiya, w, = (uy,...,u, ) iso

qradient vektordur. ikinci tortib toromoalorin xatti daxil oldugu

n
2 (e, = f,us 1) (3.1)
i,j=1
xiisusi téromoli diferensial tonliya baxaq. Umumiliyi pozmadan, forz
etmok olar ki, bu tonliyin omsallar1

a;(x) =a;(x), L,j=Ln (3.2)
sortlorini 6doyir. Oks halda
1
Ay = ?(aij +aj;)
isaro etmokls, (3.1) tonliyinds a;; ovazine A;; yazilmis tonliys
baxardiq ki, bu da (3.2) sortini 6doyerdi.
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Tonliyi sads soklo gotirmays calisaq. ikinci tartib téromolorin
omsallarindan diizeldilmis (q;;) matrisinin bas diaqonaldan kenarda

n’-n sayda elementi var. Matris simmetrik oldugundan onlarin

.. . n2 —-n
miixtalif olanlarinin say1

-dir. Tonliyi sads soklo gotirmok

uglin, y, = @p(x), k=12,...,n ovozlomosi aparsaq, burada n

sayda ixtiyari funksiya var. Bu ixtiyari funksiyalari segmokla, tanliyi
sadoslosdirmaliyik. Fozanin olciisii n > 3 olduqda, sifira ¢evrilmali
2

n , ixtiyari ¢y, (x) funksiyalarinin n saymdan

omsallarin say1

boyiik oldugundan, bu funksiyalarin seg¢im saorbastliyi omsallari
secmays kifayst etmir. Fozanin Sl¢iisii n = 3 olduqda, diagqonaldan
konar omsallar1 sifir etmok olar, lakin diagonal boyunca duran
omsallar sorbast qalirlar. Ona gors ds, n > 3 halinda, tonliyi oblastin
eyni zamanda biitiin ndqtalerinds kanonik soklo gotiron ovozlomo
yoxdur.

Elo bu sebobdon, n > 3 olan halda tenliyin geyd olunmus
noqtodo kanonik soklindon s6hbat gedo bilor.

Tonliyin ikinci tortib tdromslerinin omsallarinin kdmayile
diizaldilmis

(3.3)
w(x,t)=r+t—t,
ifadoesing, (3.1) tonliyinin xarakteristik formasi deyilir.
Tonliyi kanonik soklo gotirmok ii¢lin, onun uygun xarak-
teristik formasini kanonik soklo gatirmak lazimdir.
0

Tutaq ki, x° = (x{,x3,...,x0) oblastin hor hansi ndqtosidir.
Bu néqtado Q(x, &) xarakteristik formasi, sabit omsalli

Q(x",&) = > a;(x")E¢

i,j=1
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kvadratik formadir. Ali cobr kursundan molum oldugu fizro, elo
geyri-moxsusi

n
é:i :zaﬂm, i=1,2,...,n
=1

Xotti gevirmosi var ki, bu gevirmo Q(x°,&) kvadratik formasini
kanonik sokla gatirir. Bu o demakdir ki, yeni avazloma naticasinda
alman

R, &) = Y a;(x")éE; = .Zaij(xo)zaimlzaﬂzﬂk =

i,j=1 ij=1 I=1 k=1

= Z [ aij(xo)ailaijﬂlﬂk =Qx",n)

Lk=1\i,j=1

yeni kvadratik forma,

Q’.n) =

k=1
soklindadir vo burada A, -lar ya 1, ya -1, ya da sifirdirlar. Bu

omsallara gors (3.1) tonliyi tosnifata ayrilir.
Belo ki, agor biitiin A, -lar sifirdan forqli olmaqla, eyni

0

isarolidirlorso, onda (3.1) tonliyine x~ noqtoesinds elliptik tonlik vo

ya elliptik tip tonlik deyirlar.
Ogar A, -lar igarisinds sifir olanlar1 varsa, onda tonliys x?

noqtasinda parabolik tonlik vo ya parabolik tip tonlik deyilir.
Ogar A, -lar hamist sifirdan forqli, lakin miixtelif isarslidir-

lorso, onda tonliyo x° néqtesinde hiperbolik tonlik vo ya hiperbolik
tip tonlik deyilir.

Tanlik oblastin biitiin noqtalorinds elliptik, parabolik va ya
hiperbolikdirso, onda tonliys verilmis oblastda elliptik, parabolik vo
ya hiperbolik tanlik deyilir.
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§4. Xiisusi toramali tonliklar {iglin sarhad
mosalalorinin qoyulusu.

Diferensial tonliklorin bu vo ya digor olavo sortlori 6doyon
hallorinin tapilmast mosolesi xiisusi maraq kosb edir. Bu olave
sortlordo, bir qayda olaraq, hoallin vo onun téromolorinin, hollin
axtarildigr oblastin sorhadindoki qiymatlori verilir. Belo sortlor
imumi halda sorhoad sortlori adlanir. Bozon hoallin ve onun
toromolorinin qiymatlori, har hansi arqumentin (mesalon, zamanin)
geyd olunmus qiymeati ii¢lin verilir. Bu sortlora baslangic sortlori vo
ya Kosi sortlori deyilir.

Xiisusi toromoli tonliklorin olava sortlori 6doyon hollorinin
tapilmasi masalasins riyazi fizikanin sarhad masalslari deyilir. Serhad
mosalalorinin qoyulusu dyronilon mosalonin konkret fiziki matiyyoti
ilo six baghdir vo bu prosesi xarakterizo edon komiyyatlorin
verilmosini toyin edir.

Deyilonlari bazi misallarla niimayis etdirak.

Simin rogs tonliyi. Molum oldugu iizro simin rogsi

2 2
0 L —a’ 0 2 = flxt) (4.1)
ot ox

tonliyi ilo ifado olunur. Forz edok ki, uclart x =0 vo x =1
noqtolorinds olan sim, £ =0 aninda tarazliqdan ¢ixarilaraq, rogso
baglamigdir. Simin ixtiyari x €[0,/] ndqtesinin, verilmis £ >0
anindaki u(x,?) veziyyetini toyin etmok lazimdir. Basqa sozlo,
tonliyinin holli, p) yarmmzolaginda toyin olunmus funksiyadir. Bu
oblastin sorhaddi x oxunun [0,!] pargast vo x =0, x =] diz

xattlorinin £ > 0 hissoloridir. Tanliyin verdiyi
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informasiyaya gors, onun x noqtesine ¢ aninda f(x,t) xarici

qiivvasi tasir edir. Bu informasiya simin vaziyyatini toyin etmak ii¢iin
kifayat deyil. Onu toyin eds bilmok ii¢lin hayocanlanmaya baslayan
anda simin vaziyyati, hayacanlanma arzinds simin uclarinin vaziyyati
vo s molum olmalidir.

Tutaq ki, simin baglangic  voziyysti vo baglangic siirati
moalumdur. Bu riyazi olaraqg,

u(x,t)|,.g = po(x), 0<x <1, 4.2)
oux,t) =@ (x), 0<x < 4.3)
ot li=o

sartlorinin verilmasi demokdir.

Bu sortlora Kosi sartlari va ya baglangic sartlor deyilir.

Simin uclar1 barkidils bilor v ya uclarin yerdoyismo ganunu
verilo bilor

u(x,t)| .y = wo(x), t>0, (4.2)
W, t),_, =y (x), t>0. (4.3)

Simin uclarinin bearkidilmesi y(¢) = 0,y (¢) = 0 demokdir.

Bu olavo (4.2)-(4.5) sortlori hollin axtarildigi oblastin
x =0, x =1, t =0 sorhaddi lizorinds 6donilmolidir. Ona géra do bu

sartlora birlikds sarhad sortlori deyilir.

Gostormok olur ki, serhad sortlorindoki funksiyalar {izorine
qoyulmus bazi sortlor daxilindos, (4.1) tonliyinin (4.2)-(4.5) sortlorini
0doyan yegans halli var. Bu o demokdir ki, bu sortlor simin rogs
prosesini tam xarakteriza edir, yani bu sartlar i¢arisinds artiq olani va
catigmayani yoxdur.

Stasionar istilikke¢cirmo tonliyi. Ogor Q cismindo gedon
istilikke¢irma prosesi zamandan asili deyilsa, onda bu proses
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2 2 2
AuEaL;JraL;Jra?:f(x,y,z) (4.6)
ox oy oz

Puasson tonliyi ilo ifado olunur, burada f(x,y,z) funksiyasi
(x,y,2) noqtesindak istilik monbaoyinin intensivliyini xarakterizo

edir.

Tokco diferensial tonliyin verilmosi, Q cisminds istiliyin
yayillmasini toyin etmok tgiin kifayot deyil. Tutaq ki, cismin S
sothinin temperaturunu S6lgmok miimkiin olmusdur vo sorhoddin
(&,1,4) noqtesinin temperaturu ¢(&, 77, &) -dir. Onda slava olaraq

LL|S = (/)(5’ 779 é’) (47)

sarhad sortini alariq. Bu sorta Dirixle sorti, (4.6) tonliyinin (4.7)
sortini 0doyon hollinin tapilmasi masslasine iso Dirixle masalasi
deyilir.
Gostormok olur ki, kifayot qoder genis sortlor daxilinds (4.6),
(4.7) Dirixle masslasinin yegans halli var.
Ogor oblastin sarhaddinds cismin temperaturu avozing, istilik
selinin intensivliyi molum olarsa, sohad sorti
K = peno) @8)
ov S
soklinda verilir, burada v S sathino ¢okilmis normaldir. Bu sarhad
sorti Neyman sorti, (4.6), (4.8) mosalosi iso Neyman masalasi
adlanir.
Dirixle vo Neyman masalalorini, ixtiyari n Ol¢iili oblastlar
iiglin vo hom do, daha timumi elliptik tonliklor ii¢iin qoymagq olar.
Qeyri-stasionar istilikkec¢irms tonliyi. Bu proses sads halda
ou

E_ a’Au = f(x,y,2,t) 4.9)

tonliyi ilo ifados olunur.
Tutaq ki, ¢ = 0 baslagic aninda Q cisminin temperaturu
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u(x,y,2,t),_y = 9(x,5,2), (x,,2)€Q (4.10)
malumdur. Aydindir ki, cismin daxilinds istiliyin yayilmasina onun
S sothindoki istilik rejimi tosir edir. Istonilon ¢ > 0 aninda cismin
sothinin temperaturunun

ul w(p,t), t>0 (4.11)

peS ~
verilmosi, (4.10) sorti ilo birlikds, istonilon ¢ >0 aninda cismin
temperaturunu toyin etmoyo imkan verir. (4.9), (4.10), (4.11)
masolasing, istilikkegirmo tonliyi {igiin birinci sorhad masalasi deyilir.

Ogor cismin sothinin temperaturu ovozino, istonilon ¢ >0
aninda sathdon kegon temperatur seli

Sl ), >0 (4.12)

ov peS
verilorsa, (4.9), (4.10), (4.12) mosolasing istilikkegirma tonliyi iiglin
ikinci sorhad masslasi deyilir.

§5. Xarakteristik sath. Kosi masalasinin qoyulusu.

Tutaq ki, n Olgiilii fazada iki tortibli xlisusi toramali

2
3 a0 = ) 5.1)

i,j=1 J
diferensial tonliyi verilmisdir.
Bu tonliyin ikinci tortib téromolorinin amsallariin daxil oldugu

Za.. OF oF _ 0 (5.2)

tonliying, (5.1) xiisusi toromoli tonliyinin xarakteristik tonliyi deyilir.
Ogor F(x,,x,,...,x,) funksiyas: (5.2) tenliyini 6doyirse, onda,

ixtiyari C sabiti ligiin
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F(x;,%5,...,x,)=c¢ (5.3)
tonliyinin toyin etdiyi sotha, (5.1) tonliyinin xarakteristikas1 vo ya
xarakteristik sothi deyilir.

Gostorak ki, tonliyin xarakteristik  sothi, geyri-moxsusi
¢evirmays noazoran invariantdir. Basqa sozlo, gostorak ki, agor (5.3)
sathi, (5.1) tenliyinin xarakteristik sathidirsa, onda bu sath ixtiyari
geyri-moxsusi

& =&p(x,%9,...,%,) R=12,....n (5.4)
¢evirmasi noticasindo, (5.1) tonliyinin gotirildiyi

L o%u
D Ay——=Fx,uu;) (5.5)
k,l=1 5§ka§1

tonliyinin do xarakteristik sothidir, burada samsallar

- 05, 98
Akl = Z aij ax P k, [ = 1,2, .
J

i,j=1
baraboarliklori ilo tayin olunurlar.
Dogrudan da, alinmis (5.5) tonliyinin xarakteristik tonliyi

n
Z A lii =0 (5.6)
mis Osk 05

soklindadir. Digor torofdon, (5.1) tonliyinin (5.2) xarakteristik
tonliyinds (5.4) oavazlomasi aparsaq

OF oF 9&,

8xl P o0&, le

z oF 05
8x 1 05 Ox;

n
l=

oldugundan,
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Zn:a--i oF Z”:a i oF 0&, & oF 04 3
ij

i,j=1 i i i ko 0% Ox; 9T 05 Ox;

& oF 6F
Z Ay ——
k,l=1 aék af[

aliriq ki, bu da (5.2) tenliyini 6doyen sothin, (5.6) tonliyini do
0dodiyini gostarir.

Indi tutaq ki, S sothi n o6lgiilii fozada ixtiyar: hamar sothdir.
Bu sathin har noqtasinds, o satha ¢okilon toxunan miistavi {izerinda
yerlosmayan ixtiyari A istiqamati toyin edok.

Asagidaki kimi mosalays baxaq:

S sothinin miisyyon otrafinda (5.1) tonliyinin elo hallini

tapmal1 ki, bu hall
g = po(x), (5.7)
ou
—| =¢ 5.8
on s ?1(x) (5.8)

sarhad sartlorini 6dasin.

Bu mosalays Kosi masalssi, (5.7), (5.8) sortlorine Kosi sortlori,
S sothins iso Kosi dastyicisi vo ya Kosi sothi deyilir.

Gostorok ki, ogor Kosi dastyicisi xarakteristik sothdirso, yoni
Kosi sortlari xarakteristik soth {izerinds verilmigso, onda qoyulmus
masalonin imumiyyatls halli yoxdur.

Sadolik ii¢lin, bunu ikideyisenli

82

+alx, y)g—z + B, y)g—;‘ Fy@yu=fxry)  (59)

tonliyi misalinda gostorak.
Tutaq ki, x =c diiz xotti bu tonliyin xarakteristikasidir va
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x = 0 xarakteristikasi tizarinda
u(x, Yo = (3, (5.10)
ou(x,y
QEN ) (5.11)
0x x=0

Kosi sartlari verilmisdir.

x =c diiz xotti, (5.9) tonliyinin xarakteristikasidirsa, tonlikdes
U,, toromosinin omsali a(x,y) = 0 olmalidir. Tonliyo daxil olan,
yerdo galan téromslorin hamisint x = 0 xarakteristikasi iizorindo,
(5.10), (5.11) sortlorindon tapmaq olar. Dogrudan da, (5.10) sortini
diferensiallamagqla

ou , o%u y
. =0'(¥), — =¢"(y),
6y x=0 ay x=0
(5.11) sortini diferensiallamagqla
o*u ,
=y'(y)
0x0y 0

tapariq. Bunlar1 vo (5.10), (5.11) sertlorini, (5.9) tonliyinde nazara
alsaq, x = 0 xarakteristikasi iizorindo

260, Y)y'(y) +¢(0, y)p"(y) + (0, y)w (y) +
+ B0, )" (y) + 7(0, »)o(y) = £(0,y) (5.12)

sartinin 6donmali oldugunu alariq.

Demali, agar (5.10), (5.11) Kosi sortlorinds verilon funksiyalar,
(5.12) sortini 6domirlarsa, onda (5.9), (5.10), (5.11) Kosi masoalasinin
halli yoxdur. Bu o demokdir ki, ¢(x) vo w(x) funksiyalar ixtiyari

sakilda verila bilmazlar.

§6. Korrektlik anlayisi. Adamar misali.



27

Sorhod mosalalorinin qoyulusu zamani gordiik ki, diferensial
tonliyin ifade etdiyi fiziki prosesin mahiyystino uygun olaraq, onu
xarakterizo edon ilkin molumatlar sarhad sartlori saklinda verilir. Bu
sorhad sortlorine daxil olan funksiyalar miioyyon tocriibalor vo
Olciilorin noticosindo toyin olunurlar. Ona goro do bu funksiyalar
miitloq doqiq sokildo verilo bilmozlor vo onlarin verilmasindo
miloyyon xotalar miimkiindiir.

Baglangic funksiyalarin verilmosindoki bu xotalar masslonin
hollino do tosir gostorir. Bozon baglangic funksiyalarin kigik
doyismasi, hoallin asasli doyigsmasilo miisayat olunur.

Qoyulmus sorhod mosalolorinin praktiki totbiqi baximindan,
ancaq hallari baslangic funksiyalardan kosilmoz asili olan masalalor
xlisusi ohomiyyat kosb edir.

Belo masalalors, yoni baglangic sortlorin kigik doyigmasing,
hollin kigik doyismosi uyugun golon mosaloloro korrekt mosalolor
deyilir.

Korrekt olmayan mosoloyo aid misal olaraq, kegon osrin
ovvallarinde Adamarin qurdugu asagidaki misali gostorak.

Yuxari {—% <x < %, y > 0} yarimzolaginda
o’u 0
L; + L; =0
ox oy

Laplas tonliyinin elo hollini tapmali ki, bu holl yarimzolagin
sorhaddinda

u|t:0 = ¢(x’ya2)7 (x,y,z) € E3’

oy = ef‘/; cos nx (6.1)
Y 1y=0

sorhad sartlorini 6dasin.
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Gostormok olar ki, n tok adad olduqgda,

1
u(x,y) = 7e“/; cosnx -shny (6.2)

borabarliyi ilo toyin olunmus u(x,y) funksiyasi, qoyulmus mo-

salonin hoallidir. Homda géstarmok olar ki, bu hall yeganadir.

n parametrinin kafi gqodor boylik giymetlorinds, (6.1) sortinin
sag torofi sifira istonilon qodor yaxin oldugu halda, (6.2) holli ixtiyari
y > 0 iiclin, amplitudasi istonilon gador boyiik olan kosinusoidani

ifads edir.

Bu onu gostorir ki, baslangic funksiyanin sifirdan azaciq
forqlonmasi, hollin sifirdan istonilon qodor bdyiik forglonmasine
gotirir. Demoli, qoyulmus mosals korrekt deyil.



29

Il FOSIL.

DALGA TONLiYi UCUN
KOSI MOSOLOSI.

81. Xarakteristik konus. Kosi masalasi.

Iki tortibli

82 n 2

u o‘u
—— D a;(x,t)——— - +Zb (x, t)7+c(x Du=f(x,t) (1.1)

atz 1,j=1 i0X i
tonliyindo, istonilon sifirdan forqli & = (&,&,,...,&,) vektoru iigiin
n
D @& >0
ij=1
sorti 6donirsa, onda (1.1) tonliyino dalga tonliyi deyilir.
Daha sads dalga tonliyine baxaq

2 n
au_Zai.[U; J f(x,2). (1.2)

2
ot ijm

Bu tonlik fiziki olaraq, intensivliyi f(x,t) komiyyati ilo mii-
tonasib olan kasilmoz paylanmig manbalarin tasiri ilo hayacanlanmig
miihitin kigik rogsini ifads edir. Ogor miihit bircinsdirse vo onun

fiziki xassalori zamandan asili deyilss, onda a; amsallar1 sabitdirlor.
Bu halda affin koordinat ¢evirmasinin kdmayi, daha sads
8 u
o
dalga tonliyini alariq, burada a = const,

—a’Au = f(x,t) (1.3)
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k‘l\)

Laplas operatorudur.
Dalga tonliyinin xarakteristik tonliyi

(a_a’jz_ i o do _, (1.4)

ot ! U o, ox;

soklindadir. Aydindir ki, @w(x,t) =¢ funksiyas: (1.4) xarakteristika
tonliyini 6domir, vo buna gors do ¢ = const miistovisi dalga tonliyi
iiclin xarakteristik soth deyilir. Mohz buna gors do, ¢ = const sothi
iizro Kosi mosolasi qoymaq olar.

Biz ancaq sads (1.3) dalga tonliyino baxacagiq.

Kosi mosalesi: Verilmis x € E,, t>0 yanimfazasinda
(1.3) dalga tonliyinin els hallini tapmali ki, o hall

u,_, = o), xck, (1.5)
Xy, x<E, (1.6)
Ot l¢=0

baslangic sortlorini 6dayir.
Dalga tonliyi iiglin xarakteristik konus anlayiginin bdyiik
ohamiyyati var. Bu anlayis1 verak.

Fozada hor hanst (x{,%),...,x0,t) = (x",t,) noqtosi

n
gotiirok vo r = " kZ (x4, —x,g)2 isara edok. Tonliyi
=1
r=ty,—t (1.7)
soklinds olan sotho baxaq. Bu sath topasi (xo, ty) noqtosinda vo oxu

t oxuna paralel olan konus sothdir. Gostarmak olar ki, bu sath (1.3)
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tonliyi {i¢lin xarakteristik sothdir, yoni w(x,t) = r +t —t, funksiyasi
60))

Yuxaridaki (1.7) tonliyi ilo verilmis konusa, dalga tonliyi
ticiin xarakteristik konus deyilir.

tonliyini 6dayir.

§2. Kosi masalasi iiciin yeganolik teoremi.

Teorem: Tutaq ki, iki dofo kasilmoz téromolors malik olan
u; vo u, funksiyalari toposi (xo,to) noqtesinds yerloson r < ¢y, —¢
konusu daxilinde Lu, = Lu, sortini vo bu konusun ¢=0
miistovisindon ayrildigt  r <f, sart daxilindo wu; =u, Vo
oy, ou,

py = v sartlorini 6dayirlor. Onda bu konusun daxilinds va

onun sathi lizorinds v (x,t) = u,(x,t).

Teoremi isbat etmok {iglin gostorok ki, oger w =u; —u,

funksiyas1 r < ¢, —t konusu daxilinds bircins

2w
Lw=——Aw 0 (2.1)
ot*
dalga tonliyini vo
w,_, =0, 24l —o (2.2)
- Ot li=o

baslangic sortlorini 6dayirse, onda w = 0.

Xarakteristik r =%, —¢ konus sothi vo ¢ =0 miistovisi ilo
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ohato olunmus oblast1 D ilo igsare edok. Bu oblastin daxilinds vo ya

konus sothi iizorindo ixtiyari (X,f) noqtesi gotiirok vo yeni

F=t-t xarakteristik konusu quragq, burada

— n — 2 — —_— — —

r=42(x,-x,)" ,x =(X],%5,...,X%,). Sonuncu konus sathils
k=1

t = 0 miistovisi arasinda qalan oblast1 D ils isaro edak. Bu D va
D oblaslart ¢ =0 ml'istevisinde uygun olaraq Q vo Q sarlarina

sOykonirlor. Aydindir ki, sar1 Q sar1 daxilindadir vo buna gors

do Q sari iizerinds do (2.2) baslangic sortlori 6donilocak.
Bilavasits yoxlamagla

ow 2w _L.i(a_wf
ot ot 2 ot \ ot

ow w0 (ow ow) 1 2 owY

eyniliklorini isbat etmok olar. Verilmis (2.1) tonliyini G_L: -yo vuraq

vo D oblasti iizre inteqrallayaq. Bu zaman (2.3) eyniliklorini nozora
alsaq, Qrin dysturunun komayilo

2 n 2 2
Iaw ag"_zabz"dxdtz'[L.i(a_ijr
Lo lar Zoal 172 o |Uat
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2 ow ow

b=l ot axk

cos(v, xy, )}dg (2.4)

yaza bilarik, burada S ilo D oblastinin sorhaddini, v ilo bu
sorhaddin istonilon noétasinds satha ¢okilon xarici normali, ds ils
soth elementini isara etmisik.

Oblastin S sothi, K konik sothden vo Q sarindan ibarat-
dir. Yuxarida dediyimiz kimi Q sarn iizorinds (2.2) sortlori ddonir.

Bu sar ¢ =0 miistovisindo yerlosdiyindon vo ¢ oxu x; oxlar ilo

Yo, k=12....n
8xk

ortoqonal oldugundan hamin sar iizorinds
sortlori do 6donir.

Yuxaridaki (2.4) boraberliyindo, Q sar iizro inteqralalti
funksiyalarin sifir oldugunu vo w funksiyasinin D oblastinda Lw

tonliyini 6dadiyini nazars alsaq, buradan

N 0w Ow —
—22— p cos(v,xk)}dK =0 (2.5)

borabarliyini alariq.
Diferensial handosodon malum oldugu kimi, tonliyi

ox,t)=r+t—t =0, r=|x-X|

soklinde verilon K sothino g¢okilon v normalmin yonoldici
kosinuslari tiglin
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ow

cos(v,?) = ot _ L

n 2 2
J(22) & (22)

1
cosz(v, xp)=1- cosz(v, t) = Y

Vo

M=

k=1
miinasibatlori dogrudur. Burada
n
Zcosz(v, Xp) = cosz(v, t). (2.6)
k=1
1

sabitino

Indi (2.5) boraborliyinin har torafini cos(v,t) =

2

vurub, (2.6) barabarliyini nozars alsaq,

5| ow ow g
IZ ——cos(v,xp) — cos(v,t)| dK =0

K=l

alariq. Bu boraborlik gosterir ki, K konus sothi iizorinde

ow ow
—cos(v,xp) —
ot (3xk
boraborliklori dogrudur. Buradan da

cos(v,t)=0, k=12,...,n

ow ow ow. ow
oy 0xpy ox, ot
cos(v,x;)  cos(v,x,)

cos(v,x,) B cos(v,t)
miinasibatlarini alariq. Bu onu gostarir ki, K konusu iizorinds
| ow Ow ow ow
gradw — | = o~ e T
0x, 0x, ox, Ot
vektoru saths ¢okilmis normala paraleldir.

Onda K konusu iizerinds ixtiyari [ doguran gétiirsok,
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aydindir ki, gradw vektoru bu dogurana ortoqonal olacaq. Bu iso o

demokdir ki,

a—w:p,gradw:O.

ol
Buradan aling ki, K konusunun ixtiyari [ dogurani iizro
w funksiyasi sabitdir. Xiisusi halda K konusunun (x,t) toposinda

w funksiyasinin aldigi qiymot, [ doguranin ¢ =0 mistovisi
tizarinds yerloson iiciinda aldig1 qiymoto barabordir. Biz do yuxarida
demisdik ki, Q san iizorindo w funksiyas1 sifirdir. Demali,
w(x,t) = 0. Gotiiriilmiis (X,%) noqtesinin, D oblast1 daxilinda vo
ya konus sothi iizorinde ixtiyari noqte oldugundan aliriq ki,
w(x,t)=0.

Bununla yeganoslik teoremi isbat olur. Bu teorem gostorir ki,
(2.1) tenliyinin hallinin ixtiyari (xo,to) noqtesindoki qiymati
baslangic funksiyalarin ancaq |x —x? |<?¢, sart daxilindoki
giymatlori ilo toyin olunur. Homin sarin xaricindos baslangic

funksiyalarin  istonilon qaydada doyismosi, hallin (xo,to)
noqtasindaki qiymatina tasir etmir. Bu sar topasi (xo,to) noqtasinda

yerloson | x — x| < to —t xarakteristik konusun ¢ = 0 miistovisinda
yerloson oturacagidir.

Ixtiyari (xO,tO) noqtesi liglin asililig oblastt elo oblasta
deyilir ki, homin oblastda baslangic funksiyalarin qiymatlorini
bilmak, u(xo,to) giymatiini toyin etmok {igiin kifaystdir. Yuxarida
dediklorimizo ossason, (xo,to) noqtesinin asililiq oblasti, topasi bu

noqtads yerlogon xarakteristik |x — x° |< ¢, —t konusunun ¢{=0

miistovisindaki oturacagi olan | x — x° |<t, sandir.
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§3. Bircins tanlik ii¢iin Kosi masalasinin
hallinin qurulmasi.

Asagidaki Kosi mosoalosinin halli ilo moaggul olaq. Tutaq ki,

2 2 2 2
6?—a283+a?+83=0 (3.1)
ot ox oy 0z

tonliyinin

ul,_, = ¢(x,5,2), (x,y,2) € Ej, (3.2)
0
M =y, y,2), (x,9,2) € E; (3.2)
Ot li=o

baslangic sortini 6doyan hallini tapmagq tolob olunur.
Ovvalca
1
w(x, y,2,t) = [£ ©7.6) g5 (3.4)
4ra $ r
at

inteqralina baxaq, burada S, morkozi M(x,y,z) ndqtesinds olan

r = at radiuslu sferanin sothidir. Gostorak ki, iki dofa kosilmoz
toromays malik ixtiyari (&,7,¢) funksiyasi tgiin (3.4) diisturu ilo

toyin olunmus funksiya (3.1) tonliyinin

w|,_, =0, (3.9)
ow

D ——— = s 5 ’ 3-6
o, u(x,y,2) (3.6)

sartlarini 6dayan hollidir.
Sferanin radius vektorunun yonsldici kosinuslarmi (e, 5, y)

ilo isaro edok. Onda, S, sferasi tizorindoki (&,7,{) ndqtssinin
koordinatlarimi

E=x+d-at, n=y+p-at, {=z+y-at
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soklindo gostora bilerik. Aydindir ki, (£,7,¢) noqtesi S,, sferast
iizorinde  doyisdikde (a, f,y) noqtesi moarkoazi  koordinat
baglangicinda olan vahid radiuslu S, sfepasi iizarindo doyisacok. Bu
sferalarin do, vo do; soth elementlori arasindaki

do, =r’do, = a’t*do,

miinasibati nozars alsaq, (3.4) integrali

w(x,y,z,t) = ﬁI,u(x+a-at,y+ﬂ-at,z+y-at)dal (3.7)
S

soklina golir. Buradan, bilavasits diferensiallamaqla

2 2 2 2 2 2
S w  *w Gw_tj(8y+8ﬂ a”jdaf

+ + = +
o’ oy? oz2* 4 3 og* on* 8¢’
2 2 2
L j(8’2’+a’j+a/§}d0r’ (3.8)
dm’t ¢ \ 05" on” o
a_w:LJ.Iu(x+a.at,y+ﬂ-at’2+7/‘at)d0'1 +
ot 4r
Sy
. at J-(a ou L B ou ry Ou ]dgl (3.9)
4z o\ 0g on ~ o¢
1

barabarliklorini ala bilorik. Axirinci barabarliyi, (3.7)-nin kémoayila,

8_w:ﬂ+ ! J.[aaﬂ+ﬂ6'u+7/a'quG,
ot t  Amt g o0& on o¢

at

yazaraq, sag torofdoki inteqrala Qrin diisturunu totbiq etsak,

2 2 2
w_w 1 I(éé‘+aé’+aé’]d§dnd§
ot t 4mtg o2 ot o

alariq, burada Qg ilo S, sferasmmin shato etdiyi kiiro isaro
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edilmisdir. Indi

2 2 2
J:j Op 0K Ol N dedpdr
o0&t ont ot

isara etmokla, axirinct boraborliyi

ow w J

ot 14 4rat

soklinda yaza bilorik. Buradan, asanliqla

82w_w1(w JJJ 1 aJ 1 o

— + =
dmt?  4mat ot 4dmat ot

t 4mat

o>ttt
alariq. Digor torofdon, Q,, kiiresi lizro olan inteqrali
at

2 2 2
J:J.J.(a';l+6g+a/;]dapdp
Vsl anac

soklinda yazaraq diferensiallasaq,

2 2 2
Y oaf(Laalh S,
o0 g \eg an’ o

alariq ki, buradan da
o’ 1 o’u ’u 9
L[S T T
ot 4nt Soy o0& on o¢

alinar. Bu axirinci baraborlik, (3.8) barabarliyi ilo bir yerdo gostorir

ki, (3.4) diisturu ilo toyin olunan funksiya (3.1) tonliyini 6doyir. Bu
funksiyanin (3.5) vo (3.6) sortlorini 6domasi iso (3.7) va (3.9)
barabarliklorinden alinir.

Indi tutaq ki, w(x,y,z,t) (3.4) boraberliyi ilo toyin olunmus
funksiyadir. Yeni
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v(x,y,2,t) = 2—?

funksiyasi toyin edok. Aydmndir ki, v(x,y,z,t) funksiyas: (3.1)

tonliyini vo

w
u,_g=—1 =ux,y,z2
|t—0 ot 1,_ ux,y,2)
sartini 6doayir. Digar torafdon,
v | 02w| o *w  *w  *w
ot o 2| - >ttt 3
tli=o Ot~ |, ox oy oz° ),
oldugundan, (3.5) sartino asasan,
0
o,
Ot l¢=o

baglangic sorti do 6danilir.

Bu deyilonlordon aydindir ki, ager ¢(x,y,2) vo w(x,y,2)
funksiyalar1 uygun olaraq ii¢ dofo vo iki dofo kesilmoz toromslora
malik funksiyalardirsa, onda onlarin kdmayi ils diizoldilmis

w(&,n,¢) do,,

r

1

w(x,y,2,0) =— |
4ra $

at

1 if PS.78) 4.

uZ(x’y’Z,t) =

4ma Ot S, r
funksiyalari (3.1) tonliyinin
o =0,
ou,
=y(x,y,2
ot | y(x,y,2)

N

40

u2|t:0 = (D(JC, Y, 2):
ou,
ot li=o

sortlorini 6doyan halloridir. Onda (3.1), (3.2), (3.3) mosolasinin
halli
u(x,y,z,t)=u(x,y,2,t)+uy(x,y,2,t)
soklinda gostorilmis olacaq.
Belolikla, (3.1), (3.2), (3.3) mosalosinin holli tigiin

_ 1 rwnd) L 0 p&n9)
u(x,y,z,t)—4msj - dar+4matsj 2 do, (3.10)

at t
diisturunu aliriq. Bu diistura Kosi masalasinin halli iigiin Kirxof
diisturu deyilir.

Bu distur dalganin yayilmasindaki boazi keyfiyyatlori
miisahido etmoya imkan verir.

Xiisusi halda, Kirxof diisturu gostorir ki, ¢ aninda M(x,y,2)
noqtesinds Kosi  mosalesinin - hoallinin  qiymsti, baslangic
funksiyalarin ancaq morkozi bu noqtodo olan at radiuslu S,
sferasi  iizorindoki qiymetlorinden asilidir. Bu fakta sos
nazariyyasinds Hyiigens prinsipi deyilir.

Bunu daha aydin tasoffiir etmok ii¢lin forz edok ki, baslangic
hoyocanlanma ancaq har hanst mohdud G oblastinda mévecuddur,
basqa sozlo ¢ vo w funksiyyalar1 G oblastindan konarda eynilik
kimi sifirdirlar. Bu oblastin serhaddini y ilo isars edok. Forz edok
ki, M(x,y,z) noqtesi G oblastindan konarda yerlogon noqgtadir. Bu

ndqtonin ¥ sorhaddinden olan on bdyiik vo on kigik mosafolorini L

o . l ..
vo [ ilo isaro edok. Aydindir ki, ¢ < — sortini 6doyan anlar {igiin,
a

S, sferast G oblasti ilo kosismir vo buna goro do M(x,y,2)



41

. [
noqtesinde holo hoyacanlanma yoxdur. Yalmiz ¢t =— aninda
a

hayacanlanma M noqtesine catir. Buna dalganin on ¢obhasi deyilir.

L .
Bu andan baglayaraq t = — anina qodor M ndqtasinde hayacan-
a

L
lanma davam edacaok vo yalniz ¢ = — anindan sonra hayacanlanma
a

sonacak, ciinki G oblasti tamamilo S, sferasmin shats etdiyi sarin
daxilindo qalacaq vo buna géra do G (1S, bos ¢oxluq olacaq. Bu
andan baslayaraq u(x,y,z,t) =0 olacaq. Bu o demokdir ki, M
noqtesindan dalga artiq ke¢misdir (dalganin arxa cobhasi).

Verilmis ¢ aninda dalganin 6n cabhoasi, hamin anda fozada rags
edon noqtalerle, halslik ragss baslamamis noqteleri ayiran sothdir.
Bu sothin noqtolori p sothindon at maesafodadirlor. Basqa sozlo
dalganin 6n cobhosi morkazi y sothi {izorinds olan at radiuslu
sferalarin qursayanidir.

Verilmis ¢ aninda dalanin arxa cabhosi, fozada ragqs etmoakds
davam edon noqtalorls, rogslori dayanmis noqtolori ayiran sothdir.

Cixardigimiz (3.10) diisturunun komoayils, foza koordinatlarinin
say1 iki olan halda da, yoni

2 2 2
af—az a§+ag =0, (3.11)
ot ox oy
ul,_o = p(x,), (3.12)
ou

=y (x, 3.13
ot o w(x,y) (3.13)

mosalosinin do hallini ala bilorik.
Bu mogsadls, forz edok ki, (3.2), (3.3) sortlorindoki

baglangic funksiyalar1 z doyigsonindon asili deyillor. Onda (3.10)
diisturu ils ifads olunan funksiya da z dosyiseninden asili olmayacaq
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va alinan funksiya (3.11), (3.12), (3.13) masolasinin halli olacagq.

Hollin ifadssini almaq tgiin S,, sferasi iizro inteqrali bu
sferanin xy miistovisi {izerindoki C,, proyeksiyasi iizra inteqralla
ifade etmak lazimdir.

Aydindir ki, S,, sferasinin yuxari va agag1 yarimsferalarinin
xy mistovisi lizorindo proyeksiyalart morkozi M (x, y,0)
noqtasinds yerlogon at radiuslu dairadir. Sferanin radius vektorunun
z oxu ilo omolo gotirdiyi iti bucag1 8 ilo isaro etsok, onda sferanin
do,, soth elementinin xy miistovisi lizarindoki proyeksiyasi

dC, =cos@-do, (3.14)

olacaq.
Yuxari (asag1) yarimfoza tizorindo goétiiriilmiis A ndqtesinin
xy mistavisi Gizorindoki proyeksiyasini A; ilo isars edok (sokil 2).

Onda

vy

Cat Mxy0) 4G

Sokil 2.
cosf = 1]?241 :itl' (3.15)
a

Ogaor A, ndqtesinin koordinatlarini (£,7) isars etsok,

MA? = (E-%)*+ (- )
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olar va Pifaqor teoreminin komayils,
AA? = MA? — MA}? = a*t? — (£ -x)* — (17— y)*

alariq ki, burada da (3.14), (3.15) borabarliklorindon istifado
etmoklo

¢
do_at = = d Cat
V@'t - (£ -x) - (- y)’
tapariq. Bunu (3.10) diisturunda nazors alsaq, (3.11), (3.12), (3.13)
masalasinin halli {igiin

1 w(&,m) d
- &dn +
2ma c'[t Va2 — (& - x)? - (7 - y)°

u(x,y,t) =

i (e, ) dédn (3.6
e 5tj Va2 —(E—x)> —(7-»)° . G19)

Puasson diisturunu alamq.

Puasson diisturu gostorir ki, ¢ aninda (x,y) ndqtesindo

hallin qiymati, baslangic funksiyalarin, morkozi bu néqtads olan at
radiuslu ¢evronin T{izorindoki deyil, uygun daironin daxilindoki
qiymatlorindon asilidir. Bagqa sozlo, foza koordinatlarinin say1 iki
olan halda Hyugens prinsipi 6donmir.
Indi foza koordinatlarinin say1 bir olan halda, yoni simin
rogs tonliyi {igiin
82_u —a? 82_u =0,
ot ox*
oy =0, G| =ve
Kosi masslasine baxaq.
Baslangic iy funksiyasi ancaq x doyisenindon asili olan

halda, (3.16) disturunun sag torofindoki birinci toplanan,

&—x =&, n—y =mn ovazlomssindon sonra
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. at o242 —512 d77
S Jverndg | 1 =

2,2 2 2

—at Ja2_2 va'tt =& —ny
[22 .2

at m= a’t 75]

1 J’ . T
=——- | w(x+&)arcsin ———— dx =
2ma u /aztz _512 - Tz—gf
1 (:t[t 1 x-j‘at
=— |yx+&)dé =— y(r)dr
2a —at 2a x—at

soklino golor. Eyni qayda ilo, ¢ funksiyasi ancaq x doyisonindon

asil1 olan halda, ikinci toplanani

1 8 x+at 1
ng:[a(to(r)dr =~ lp(x +at) - p(x - at)]

yaza bilarik. Onda simin rogs tenliyi {iglin Kosi masslasinin hallini

1 1 x+at
u(x,t) = —lpx +at) — p(x —a)]+— [y(r)dz
2 2a ot
soklinda alariq. Bu diistura simin rogs tenliyi ii¢iin Dalamber diisturu
deyilir.

84. Qeyri-bircins tonlik iiciin Kosi masaloasi.

Asagidaki kimi qgeyri-bircins

2
TU_ahu= fx,3.2,0), (4.1
ot
ul, =0, (4.2)
oul oy (4.3)
Ot lg=o

Kosi masslasinin hallini quraq. Bu magsadlo komokgi
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0 ;) —a’Av=0, (4.4)
ot
v|t:r =0, (4.5)
ov
_ = x’ ,Z, 46
o, f(x,y,2,7) (4.6)

Kosi mosalasine baxaq. Bu masals (3.1), (3.2), (3.3) mosolasindon
onunla farqlonir ki, burada baslantic sortlor ¢ = 7 aninda verilmisdir,
burada 7 hor hansi parametrdir. Bu masalonin halli (3.10) diisturu

ilo verilir, lakin ¢ ovozino t — 7 gotlriilmalidir

1 I f(&m.D) 4,
darx r

v(x,y,2,t,7) =
a(t-r)
Buradan, S,,_, sferasi lizorindoki néqtslarin koordinat-
larinin
E=x+aat-7), n=y+palt-r7), {=z+pl-1)
oldugunu nazors alsaq, (4.4), (4.5), (4.6) mosalasinin hallini
v(x,y,2,t,7) =

t4 4 J‘f[x Ota(t—l),erﬁa(t—z),erm(t f),T]dO'I ,(4 )
T ;
S

soklinds yaza bilorik, burada («, f,7) sferanin radius vektorlarinin

yonoldici kosinuslaridir.
Indi gostorak ki, (4.7) diisturu ilo toyin olunmus v funk-

siyasimin kémayi ilo diizaldilmis
t
u(x,y,z,t) = jv(x, ¥.2,t,7)dT (4.8)
0
funksiyasi, (4.1), (4.2), (4.3) masalasinin hallidir.
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Dogrudan da, u(x,y,2,0)=0 va
t

ou L
— = v(x,y,z,t,t)+f

8U(x3 y’Z’t, T) dT — J. av(x’ y’Z’ti T) dT

ot 0 ot 0 ot
barabarliyinden goriindiiyii kimi ((4.5) sorti)
oul
ot limg
yoni (4.8) diisturu ilo toyin olunan funksiya (4.2), (4.3) sortlorini
odayir.
Digor torofdon
2 t A2 t A2
Tu Q@ mbdl 120 oo e yzins [ Srde
ot ot o=t 0 y Ot
oldugundan va
t
Au = jAv(x,y, z,t,7)dr
0
borabarliyindon
2 t( A2
0 ;L —a’Au = f(x,y,z,t)+j a—;)—azAv dr = f(x,y,2,t)
ot o\ Ot

alariq, yoni (4.8) diisturunun toyin etdiyi
t
u(,y,2,8) =—— [ (¢ =) x
4z

X If[x +aa(t—1),y+ pat —7),z+pt—-7),7rldodr
S5
funksiyas1 (4.1), (4.2), (4.3) mosolosinin hollidir. Burada
a(t — 7) = r oavozlomosi edok. Onda

uwx,y,z,t) =

1 (j‘tj‘f(x+ar,y+ﬂr,z+;/r,t—r/a))do_dr
47ra0s r g
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yaza bilarik. Sferasi S ot ©lan kiirani Q ot 119 1sars etsok

uxy.2.t) = —— [ LEBELTID gegpar a)
47z'aQ r

alarig. Buna gecikmo potensiali deyilir. Bu ad ona asaslanir ki,

inteqrallama zamanmi f funksiyasinin qiymoti baxilan ¢ aninda
deyil, dalganin a siirati ilo (£,7,{) ndqtesindon (x, y,z) noqtasine
catdig1 zaman forqi ilo gotiiriiliir.

Indi iki 6l¢iilii foza koordinath

2
0 ? —a’Au = f(x,y,t), (4.10)
ot

ul,_, =0, (4.11)
qul (4.12)
Ot li=o

Kosi mosalasinin  hallini quraq. Bunun {ig¢iin avvalco, (3.16)
diisturundan istifads edorok, komokei

ZTZJ —a’Av =0,
v, =0,
ov
ol T f(x,5,7)
masalasinin hallini
f(&.n,1)d&dn

v, 3,8 = 21 J. 2 2 2 2
w2 - —E—x) — (- )

soklindos quraq. Sonra is9, yuxarida gostordiyimiz kimi, komokei
mosalonin  hollindon istifade etmokls, (4.10), (4.11), (4.12)
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moasalasinin hallini
t
u(x, y,0) = [v(x, y,)d
0

boraborliyi ilo tapa bilorik. Beloaliklo, (4.10), (4.11),
mosalasinin halli iiglin

1 f(En.7)
u(x, y,t) = —— dédn
2ma { sa({_,) Val(t -2 -1

r’=(E-x)7+(n-y)’

diisturunu alariq.

Analoji qayda ilo

o%u 5 o%u

-a = f(x’t) I
ot? ox?
ul,_, =0,
oul
Ot |0
moasalasinin hallini
1 t x+a(t—-7)
wx,t) =——[  [f&n)dedr.
2a
0 x—a(t—-7)
soklinda tapariq.
Il FOSIL.

DALGA TONLiYi UCUN
QARISIQ MOSOLO.

81. Dalga tanliyi iiciin qarisiq masalalarin

(4.12)
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hallinin yeganaliyi.

Tutaq ki, Qc E,, ixtiyari mohdud oblast, ' iso bu oblastin
sorhaddidir. Sonlu 7">0 odadi tigiin Q@7 =Qx[0,7'] silindrinds

’u o2 o%u
= f(x,t 1.1
— Z P = f(x.1) (1.1)

dalga tonliyi {iclin asagidaki kimi mosolo qoyaq: Q7 silindri
daxilinds (1.1) tonliyinin elo hallini tapmali ki, bu hall

u,_y = 9o(x), x€Q (1.2)
X @), xeQ (1.3)
ot 4=
baglangic sartlorini va silindrin o = I'x[0,7'] yan sothi iizorinds
U], = w(x,0) (1.4)

sarhad sortini 6dasin.
Bu mosaloyo dalga tenliyi iiglin birinci qarisiq mosolo
deyilir.
Ogor (1.4) sorti avozina
ou

EGT = l//(x:t) (15)

sarhad sorti verilorss, masalayas ikinci qarisiq messls deyilir, burada
v silindrin yan sothine ¢okilmis normaldir.

Gostorak ki, garisiq mosalolorin u(x,t) € C? @rnN C’(@T)
hallori yeganadir. Bunu gdstormok {i¢lin  uySun bircins
(f 20,0y = ¢, = w =0) qarisiq mosalonin ancaq eynilik kimi sifir
hallinin oldugunu gostormok kifayastdir.

Bilavasits yoxlamagla
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,0u Ou _1(6_u)2
ot o2 ot\ot)’

,ou B u o (ouY & o (ou ou
=—— +2
at z 2 ot kl( J Z (81& axkj

k=1 ka ka Bol 8xk

eyniliklorini isbat etmok olar. Bu eyniliklorin kémayils
2 m A2 2 m 2
8u o“u _azzau :ﬂ(a_u) +azz ou _
at ot? P ax,i ot |\ ot =i\ oxy,

barabarliyini yaza bilorik. Ixtlyarl 0 <7< T oadadi gotiirak vo (1.6)

baraborliyinin hor torsfini @, = Qx[0,7] silindri oblastt iizra

inteqrallayaq. Bu zaman Qrin diisturunun kémayils

2
J‘ 6u(6;¢ o2 8”Jddt—
Qr at at klaxk

G RTDIE

2
] ]cos(v, t)dsS, -

m
~2a? IZZ—L; ;Cu cos(v, x;,)dS, (1.7)
S, k=1 k

alariq, burada S, =0, UQUQ, ilo @, oblastinin sorhaddi, Q

ilo silindrin ¢ = 7 miistovisi ilo kosiyi, v ilo iso silindrin S, sothino

T

¢akilon xarici normal isara olunmusdur.
Silindrin yan o, sethi iizro cos(v,t) =0, Q vo Q, otura-
caqlar1 iizra isa cos(v,t), uygun olarag, —1 vo 1-o borabor

olmagqla, cos(v,x,) =0, k=12,...,m.
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.. & ou ou .
Bunlari vo hamg¢inin Z—cos(v,xi) = = oldugunu, (1.7)
i=1 0% x

barabarliyindas nazars alsaq, onda bircins tonliyin hallari {igiin
| {(iﬂj +a22( u ] }dx: Il(%j +azz( u J }m
O, ot b= axk o ot = 8xk
m
+2a? j&_uz Ou
ot F=1 ﬁxk
O, -

borabarliyini alariq.

cos(v,xp)do, (1.8)

Ogor u(x,t) funksiyasi bircins baslangic vo sorhad sortlorini

0dayirso, (1.8) barabarliyindon

(][] o B2 o

almar. Bu iso o demokdir ki, istonilon 0<7<T iigiin

u(x,7) =const. Lakin u(x,0)=0 oldugundan, wu(x,t)=0
oldugunu alariq. Bununla qarisiq mosolslarin hollinin yeganaliyi
isbat olunur.

§2. Simin sarbast raqsi ii¢iin birinci qarisiq
masdlonin Furye metodu ilo halli.

Furye metodu vo ya doyisonlorino ayirma metodu adlanan
asagida tosvir olunan metod daha timumi tonliklora totbiq oluna
bilor. Lakin bu metodun mahiyystini daha gabariq niimayis etdirmok
moagsadilo, sado tonlik olan simin roqs tonliyi iiclin asagidaki
mosaloyo baxaq:

=0 (2.1)
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tonliyinin
u(x,0) =p(x), 0<x<lI, (2.2)
Ou(x,0) _ w(x) 0<x<I (2.3)
ot
baslangic va
w(0,t) =u(l,t)=0 (2.4)

sorhad sortlorini 6doyon hallini tapin.
Masslonin hallini, biri ancaq x, o biri iso ancaq ¢t doyi-
sonindon asili olan iki funksiyanin hasili
u(x,t) = X(x)-T@) (2.5)
soklindo axtaraq. Bu sokildo axtarilan funksiyanin (2.1) tonliyinin
halli olmasi iigiin

T")X(x) = a* X"(x)T(t)
vd ya

T"(t) 3 Xﬂ(x)
a’Tt) X(x)
boraborliyi 6donmolidir. Bu boraborliyin sol torofi ancaq ¢, sag

torafi isa ancaq x dayiseninden asilidir. Bu iss o vaxt miimkiin olar
ki, sag va sol toraflor sabit olsunlar. Bu sabiti 4 ils isars edok. Onda
X(x) vo T(t) funksiyalari ii¢iin

X'"(x)+AX(x)=0, (2.6)
T"(t)+a’AT () =0 (2.7)

tonliklorini alariq.
Sarhad soartlorini (2.5)-do nozars alsaq,

w(0,8) = X(O)T(t) = 0
ul,t) = X(OT (@) = 0

boraborliklorini alariq. 9gor 7T'(¢) =0 olarsa, onda (2.5) miina-
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sibatindon u(x,t) = 0 alariq, bu iss geyri bircins (2.2), (2.3) sortlori
ticiin qoyulmus masalonin hslli deyil. Ona gérs do eynilik kimi sifir
olmayan wu(x,t) funksiyasini axtarmaliyiq. Bu moagsadlo (2.6)
tonliyinin

X0=XD=0 (2.8)
sarhod sortlorini 6doyon vo eynilik kimi sifir olmayan hollarini
tapmaq lazim golir. Bu ciir moasalays, yoni (2.6) tonliyinin (2.8)
sarhod sortlorini 6doyan vo eynilik kimi sifir olmayan hallorinin
tapilmasi mosolosine Sturm-Liuvill masalasi deyilir.

Parametrin, (2.6), (2.8) mosolosinin eynilik kimi sifir olmayan

hallorinin varligini tomin edon A, qiymotlorino moxsusi giymatlor,

homin hollers iso 4, moxsusi qiymetine uygun moxsusi hallor vo ya

moxsusi funksiyalar deyilir.

Maosolonin maxsusi giymot vo moxsusi funksiyalarini tapmaqla
masgul olaq. Bunun ii¢lin miixtslif hallara baxaq.
1. 2 < 0. Bu halda, (2.6) tonliyinin iimumi halli

X(x)= cle‘/jx + cze_‘/jx

soklindadir, burada c¢; vo ¢, ixtiyari sabitlordir. Bu sabitlori elo
secok ki, (2.8) sortlori 6donsin

Cl+02 =0,

Nayy)

ce +ce

V-ir g

Alman bircins sistemin osas determinanti sifirdan forqli
oldugundan sistemin ancaq c¢; =c, =0 holli var, buradan
X(x) =0.Demali, 4 <0 giymatlori maxsusi giymatlor deyil.

2. 1 =0. Bu halda (2.6) tonliyinin imumi halli
X(x) =c¢ +cyx
soklindadir. Sarhad sortlarini 6datsak,
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¢ +c,-0=0,
cp+ecl=0
sistemini alariq. Buradan ¢; = ¢, = 0, yoni bu halda da, X(x) =0.
3. 4 > 0. Bu halda (2.6) tonliyinin imumi halli
X(x)=¢ cosﬁercz sinvA x
soklinds olur. Sorhad sortlorini 6datmakls, C;,C, sabitlari ligiin
c+cy-0=0,
¢ cosﬁlJrcz sinvA1=0
sistemini alariq. Buradan ¢; =0, ¢, -sin JAl=0 almar. c, =0

olsa idi, yena X(x) = 0 alardig. Ona gora do, sin Val= 0, buradan

da V1 = kT” olar. Beloaliklo,

2
A =(k’—”) , k=123,...
!

moxsusi qiymatlorini alariq. Bu moxsusi qiymatlora (sabit vuruq
daqiqliyi ila)
X, (x) = sinkT”x, k=123,...
moaxsusi funksiyalart uygundur.
Parametrin 4, = (kTﬁjz giymatlorindo (2.7) tonliyinin
imumi holli

T,@) = A, coskTﬁat + B;, sinkTﬂat, k=123,...

soklindo olur, burada A, , B, — ixtiyari sabitlordir.
Belaliklo, aliriq ki,
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u(x,t) = X, ()15, (@) = (4, coskTﬁat + B, sinkTﬁat) sinkTﬂx

soklindo gétiiriilmiis funksiyalar, ixtiyari A, B, sabitlori vo
k=123,... ftgin, (2.1) tonliyini vo (2.4) sorhad sortlorini
odayirlor.

Bu hollorin kémayi ilo formal

wxt)= Y uy (x,0)= > (A cosk—”aHBk sin?ZatysinF-x (2.9)
k=1 k=1 ! ! !
funksiyasi diizoldek. ©gor bu barabarliyin sag torofindaki sira vo bu
stranin - x vo t doyigonlorine noezoran iki dofs hadbohad
diferensiallanmasindan alinan siralar miintazom yigilirlarsa, onda bu
stranin comi olan u(x,t) funksiyasi, (2.1) tonliyini vo (2.4) sorhad
sortlorini ddomolidir. Ixtiyari A;, B;, sabitlarini elo segmaya ¢alisaq

ki, (2.2) vo (2.3) sartlori 6donsin. Bu sortlori 6dotmokla

wx0) = A, sinkTﬂx = (%), (2.10)
k=1

ou(x,0) <~ kma
ot =2

B, sinkT”x=y/(x), (2.11)
k=1

alariq. Forz edok ki, ¢(x) vo w(x) funksiyalari (0,/) intervalinda

sinuslar iizra Furye sirasia ayrilirlar:

- . kr = . kr
P(x) =Y gpsin—2x,  y(x)=) y;sin—x,

k=1 ! k=1 l
burada ¢;,y; Furye omsallar

[
2 K
o =T [o@sin=ade. k=12..  (212)
0
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1
2 &
y/k=7J.;z/(§)smT”§d§, E=12,... (2.13)
0

diisturlart ilo toyin olunurlar.
Furye ayriliglarin1 (2.10) vo (2.11)-do nazors alsaq, ixtiyari
sabitlori

Ak = Ok

l
B, =
k akw

we, k=123,...

soklinds tapariq. Bunlar1 (2.9) ifadssinds nazars alsaq, (2.1), (2.2),
(2.3) qaris1q moasalasinin halli ti¢iin

u(x,t)= kz;((ok coskTﬂat +#(//k sink—lﬁat)sink—lﬁx (2.14)

diisturunu alariq.

Belolikla, gostordik ki, ogor (2.14) boraborliyinin sag
torfindaki sira vo bu siranin ¢ va x doyisenlarine nazaran iki dofa
hadbohad diferensiallamasindan alinan siralar

© 2
Uy ~ —Z‘(kTm) (qok COS klﬂ at+ ! Wy, sin kx atjsin kz x (2.15)
= akr l l

2 kr kx ! _kr . kx
uxx~—k2=1:(7) ((akcos ] at+ - ¥}, sin i at)sme (2.16)

miintazom yigilandirsa, onda (2.14) disturu ilo ifade olunan
funksiya qoyulmus qarisiq masslonin hallidir.
Forz edok ki, ¢(x) iki tortib kosilmaz, ligiincii tortibi iso

hissa-hissa kasilmoz téromalara malik olmagqla,
9(0) = (1) = ¢"(0) = 9"()) = 0 (2.17)
sartlorini, y(x) iso bir tortib kosismoz, ikinci tortibi iso hisse-hisso

kasilmoaz téramslars malik olmagqla,
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w(0) =yl =0 (2.18)
sartlarini 6doyan funksiyalardir.
Bu sortlor daxilinde ¢,y;, Furye omsallarinin (2.12),
(2.13) borabarliklari ils tayin olunan ifadslorini, ardicil olaraq hisso-
hisso inteqrallamaqla

%={ﬁj%, (2.19)
vy = —(ijzbk (2.20)

soklino gotirmok olar, burada

l
ar = %Iq)m(é:) cos kTﬂ fdﬁ , k=12,...
0

l
by =%Iw"(§)sink7”§d§, E=12,... .
0

Asanligla gostormok olar ki, (2.15), (2.16) siralarinin miin-
tozom yigilanligini gostormak ovazing,

2R on | v YR [y | (221)
k=1 k=1

siralarinin yigilanligini gostormok kifaystdir.
Furye amsallar {igtin (2.19) va (2.20) disturlarini nazars alsaq,
gorarik ki, (2.21) siralarinin yigilanligi, 6z ndvbasinda,

21 21
dY—layl vo > —|b|
k:lk k:lk

siralarinin yigilanligi ilo tomin olunur. Axirinci siralarin yigilanhig
isa

barabarsizliklorindon alinir, ¢iinki a, vo b, hisso-hisso kosilmoaz

@"(x) vo w"(x) funksiyalarinin Furye amsallaridirlar vo buna gora
do

o0 o0

2 2
Dlap P ve Dby |
k=1 k=1

siralar1 yigilandirlar.

Biitiin bu deyilanlari asagidaki kimi yekunlagdira bilarik.

Ogor (2.2) va (2.3) baslangic sortlorindoki ¢(x) vo w(x)
funksiyalar1 yuxarida deyilon hamarhglara malik olmagla, (2.17) va
(2.18) sortlorini 6dayirlarsa, onda (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) garisiq
mosalasinin halli (2.14) siras1 soklindo gostarilir. Bu sira 6zii vo
onun x Vo ¢ doyisonlorine nozoran iki dofs hadbohad
diferensiallanmasindan alinan (2.15), (2.16) siralar1 miintozom
yigilirlar.

§3. Uclan barkidilmis simin macburi raqgsi.

Baslangic voziyyati vo baslangic siiroti molum olan, uclari
barkidilmis / uzunluqlu simin xarici qiivve tosiri altinda ragsinin

Oyranilmasi, riyazi olaraq,

2 2
7L @ T (3.1)
ot ox

tonliyinin
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u(x,0) = p(x), (3.2)
ou(x,0)
o w(x) (3.3)
baglangic vo
w(0,t) =u(l,t)=0 (3.4)

sarhad sortlorini ddayan hollinin tapilmasi masslosine gatirilir.
Maosolonin hallini

U=v+w (3.5)
soklindo axtaraq, burada uv(x,t), geyri-bircins (3.1) tonliyinin
bircins

v(x,0) =0, (3.6)

o0 _ (3.7)
ot
baslangic vo
v(0,0) =v(l,t) =0 (3.8)

sarhad sortlorini 6doyen halli, w(x,t) ise bircins

0w 5 0w
—Q —

=0
ot ox?
tonliyinin qeyri-bircins
ow(x,0
ww0) = o), LIy

baglangic va
w(0,t) =w(l,t) =0

sarhad sortlorini 6doyen hallidir.
Biz kegan paraqrafda bu ciir w(x,t) funksiyasini qurmusuq

Vo onun iiclin
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e}

kx l . kr j . kr
w(x,t) = cos—at + —— sin — at |sin — x
(%) ;(% L ake T l
diisturunu almigdiq. Belalikla, (3.1)-(3.4) masalasinin halli
2 2
0 L —a’ 0 = f(x,) (3.9)
ot ox

tonliyinin bircins (3.6), (3.7) vo (3.8) sortlorini 6doyan hallinin
tapilmasi masoalasinag gatirilir. Bu sonuncu masalonin hallini

v(x,0) = > Ty (0) sinkT”x (3.10)
k=1

soklindo axtaraq. Aydindir ki, agar (3.10) sirast miintozom yigilirsa,
onda (3.10) boraborliyi ilo toyin olunan funksiya (3.8) sorhod
sotlorini 6dayir. Buradaki 77 (¢) funksiyalarini elo se¢ok ki, v(x,?)
funksiyasi (3.9) tonliyi va (3.6), (3.7) baslangic sortlorini 6dosin.
Uygun toramoslari hesablayib (3.9) tonliyinds yerins yazsaq

i{Té’(t) + ( kra jok (t)} sinkT”x = f(x,1) (3.11)

k=1 !

alariq. Tutaq ki, f(x,t) funksiyasi [0,/] par¢asinda x doyisonino

nozoran sinuslar iizro Furye sirasina ayrilir
f(x,t) = ifk(t)sink—ﬂx, (3.12)
k=1 !

burada Furye omsallar

l

2 . kx
fu(®) = TIf(ﬁ,t)Slandf, k=123,...
0

diisturu ils hesablanir.
Eyni bir f(x,t) funksiyasmin (3.11) vo (3.12) Furye ayrihi-
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slarin1 miiqaisa etsak, 77, (¢) funksiyalari liglin

2
T,;’+[k7;aj T, =f,, k=12,... (3.13)

tonliklorini alariq.

Sarhad sortlorini 6dstmokls, 77 (¢) funksiyalari ligiin alava
T,(0)=0, T,(0)=0, k=12,... (3.14)

sortlorini alariq. Alinan (3.13) tonliyinin timumi hollini yazib, (3.14)
sortlorini 6datsak, (3.13), (3.14) mosalasinin hallini

t
T, (t) = ﬁjfk(r) sin- 274~ 1ydr
0

soklinds tapariq. Bunu (3.10) ifadesinds yerins yazsaq, (3.9), (3.6),
(3.7), (3.8) masalasinin halli tigiin

0 t
5 o

L (t—z’)drsink—ﬁx (3.15)
m £ [
diisturunu alarig.

Gostarmok olar ki, ogor f(x,t) funksiyast x doyisonino

nazaran iki dafo kasilmaz toromalora malikdirsa va
f0,0)=f(l,t)=0

sortlorini 6dayirse, onda (3.15) sirast vo bu siranin ¢ vo x
doyisonlorino nozoron iki dofo diferensiallanmasindan alinan siralar
miintazom yigilirlar.

Belolikla, (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) mosolosinin halli (3.5)
soklindo gostorilir, burada w(x,t) sorbast simin rogsini ifade edir,

v(x,t) iso (3.15) diisturu ils ifado olunur.
IV FOSIL.
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ISTILIKKECIRMO TONLIiYI.

§1. istilikkecirma tonliyinin xarakteristikalari.

Tutaq ki, n+1 doyisenli

ou Z 0’u L ou
a;——+ > b. ——+cu=f(x,t 1.1
ot E‘l Y o 0x ; " ox; f@.) (1

tonliyi verilmigdir. ©gor istenilon ¢&=(&,&,,...,&,)#0  vektoru
ucln
n
2,6 > 0 (1.2)
i,j=1
sorti 6donilirsa, onda (1.1) tonliyina istilikke¢irmo tonliyi deyilir.

Aydindir ki, istilikkegirms tonliyi parabolik tenlikdir. Bu
tonliyin xarakteristik tonliyi

i g 00 o0
2 -
ij=1 5xi ﬁx]

soklindadir. (1.2) sortindon goriiniir ki, w(x,t) = const xarak-

teristik sothdirso, onda g_ca =0, i =1, n sortlori ddonmolidir. Bu iso
x.

i
o demoakdir ki, xarakteristik sothin tonliyi ancaq ¢ -den asilidir, yani
®=w(t). Ogor @'(t)#0 iso, onda bu sorti 6doyon istonilon
intervalda w(f) = const tonliyini ¢-yo mnozoron holl edorak,
t = const alariq.

Belaliklo, aliriq ki, istilikkegirms tonliyinin xarakteristikalari
t oxuna ortoqonal olan n Ol¢iilii miistavilardir.

§2. Istilikkegirmo tonliyi ii¢iin maksimum prinsipi.
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Asagidaki kimi sads istilikkegirms tonliyine baxaq

- t_zax (U 0x JZO’ 1)

burada a; omsallnt x,...,x, doyisenlorindon asili kesilmoez

diferensiallanan funksiyalardir.

Tutaq ki, ¢=0 miistovisindo sorhoddi I' olan mohdud
Q c E, oblastt verilmigdir. Yonoaldicisi I' vo doguranlar1 ¢ oxuna
paralel olan silindr quraq. Bu silindirn =0 vo ¢=T miistovilori
arasinda qalan hissosini @Qp ilo, silindrik sothi By ilo, silindrin
t =T mistovisinds yerlogon oturacagini iso Qrp ilo isaro edok.

Tutaq ki, (x;,%x,,...,%,,t) doyisonlori fozasinda hor hansi
oblast1 verilmigdir. Bu oblastda x,,x,,...,x,, doyisonlorino nozeron

p tortib, ¢ doyisonine nozaran iss q tortib kosilmoz téramalari olan

funksiyalar sinfini C'**? (D) ils isaro edok.

Indi istilikkegirma tonliyi ii¢iin maksimum prinsipini sdyloya
bilarik:

Tutaq ki, C(Q@7)NC*Y(@Qp UQy) kosismosino daxil
olan wu(x,t) funksiyast (2.1) tonliyinin hollidir. Onda qapali QT

oblastinda wu(x,t) Oziinin an boyik veo on ki¢cik qiymatlarini
QU By sothi tizorindo alir.

Aydindir ki, u(x,t) funksiyasi hor hansi ndqtods 6ziiniin on
boyiikk qiymetini alirsa, onda —u(x,?) funksiyast homin ndqtodo
Oziinlin on kicik giymotini alacaq. Ona goro do prinsipi ancaq
maksimum hali {i¢lin isbat etmok kifayatdir.

Yeni igarolor gobul edok:

M = max u(x,t), m = max u(x,t).
Qr QUBr
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Maksimum prinsipini isbat etmok, M =m oldugunu gos-
tormak demakdir.
Forz edok ki, maksimum prinsipi dogru deyil. Onda

M > m olmalidir. Qapali @T oblastinda keosilmaz olan wu(x,t)
funksiyasi1 her hanst (x,%,) noqtesinds 6zilinlin on boylik qiymatini
alir, wu(x,ty) = M . Onda, forziyyoys goro, bu (x,,%,) noqtosi ya
Q7 oblastinin daxili noqtesidir, ya da Qp tizarindadir.

Komokei

M _
u(x,t) = u(x,t) + T’"(to _1)

funksiyasi toyin edok. Askardir ki,

M-m M+m
v(x,t)|QUBT <m+ S <M.

Digor torofden, v(xg,ty) = u(xy,ty) =M . Bu o demokdir ki,

U(x,t) funksiyast 6ziniin on boyik giymotini QU By iizerinds

almir. Onda @ oblasti daxilinde, ya da Q; iizorindo elo (X,t)

noqtasi var ki, bu néqteds v(x,?) 6ziiniin an boyiik qiymatini alir.
Ovvalco forz edok ki, (¥,t)e€ Q. Ortoqonal koordinat

oxlarmin istenilon voziyystinds bu ndqtods maksimum {iglin zoruri
sartlor 6denmaolidir:

2
ﬁ _0, ov _0, ov
ot ox; ox?

12

<0, i=12,...,n
Bunlar1 nozors almagqla, (¥,) noqtosindo
_ o%v
Lvl@’f) - _.Z %y Ox;0x

tapariq.
Ortoqonal koordinat oxlarini elo segmok olar ki, simmetrik
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vo misbot miioyyon a;; matrisi diagonal soklo galsin vo bu zaman

a;(x) >0, a;(x) =0, i # j olsun.

Onda bir tarafdon
Lvl(f,f) > 0,
digor torofdon isa
Lo lus o™ L - =-HM2m o (22)
2T 2T

alariq. Bu ziddiyyat gostorir ki, (X,¢) ndqtosi @ -nin daxili ndqtosi
ola bilmaoz.

Indi (x,%) € Qp halia baxaq. Bu o demokdir ki, ¢ =T
noqtesi (0,7") intervalinin sorhad ndqtesi, X iso Q-nin daxili

noqtosidir. Buna géra da (X,f) ndqtesindo maksimum sarti

2
ﬂ >0, ov _o, o°v
ot 8xi axz

<0, 1=L2,...,n
olacaq. Onda, yens do

LU|(§,Z) =

Otlzr o ox

alariq ki, bu da (2.2) ilo ziddiyyat toskil edir. Bu ziddiyyat gostarir
ki, (X,t) noqtesi Qg -yo daxil ola bilmoz. Yuxarida gostormisdik
ki, bu noqte @7 -nin daxili noqtesi ds ola bilmoz. Demali, m < M

forziyyosi dogru deyil, yoni M = m olmalidir. Maksimum prinsipi
isbat olur.
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§3. Istilikkecirma tonliyi ii¢iin qarisiq
masalalorin hallinin yegansliyi.

Asagidaki kimi tenliys baxaq
ou 2 =
—-a
TREY

Yuxaridaki paraqrafda tosvir olunan @y silindrini quraq vo

2
2;2‘ = f(x,0) (3.1)

i

oradaki isarolori qobul edok. Indi (3.1) tonliyi iigiin asagidaki kimi
mosaloys baxaq: Qp silindri daxilinds (3.1) tonliyinin elo hollini
tapmali ki, o hall
u(x,t),_, = px), xe€Q (3.2)
baslangic sortini vo silindrin By yan sothi tizorinds
u|BT = w(x,t) (3.3)
sarhad sortini 6dasin.
Bu masoloyas istilikkegirmo tonliyi {i¢lin birinci qarisiq mosalo
deyilir.

Istilikkecirmo tonliyi {i¢lin yuxarida isbat olunan maksimum
prinsipindon  bilavasito ¢ixir ki, birinci qarigiq masalonin
C(Qr)NC®Y(Qp UQyq) sinfins daxil olan halli yeganadir.

Ogar (3.3) sorhad sorti avazino

0
e I 4G (3.3)
ov By
Vo ya
[6_u + au} =y(x,t), >0 (3.3"
ov By

sorhad sortlori gétiirsek, alinan (3.1), (3.2), (3.3) vo (3.1), (3.2),
(3.3") mosalolorine, uygun olaraq, istilikkegirmo tonliyi ticiin ikinci
va liglincli qarisiq moasalalor deyilir, burada v soths ¢okilmis xarici
normaldir.
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Qar151q moasalalorin hallorinin yegansliyini gostersk. Bunun
ti¢iin bircins

2
a2y (3.10)

0 8x
tonliyinin bircins baslangic (¢ = 0) vo bircins sorhad (¥ = 0)
sartlorini 6doyon hallorinin eynilik kimi sifir oldugunu gostormok
kifayatdir. Bu magsadls, asagidaki kimi funksiya toyin edok

c](t)::juz(x,t)dx.
Q

Onda (3.1p) tonliyinin hallari ti¢iin

J(t)—ZJ-u—dx—Za J. 2 8xu dx =
0 0
g{g&—(uTL]dx 2a gj;;[ u j

Sag torofdoki birinci inteqrala Qrin diisturunu totbiq etsok,

ou
J'(t) = 2a J.ua—dél“ 2a IZ(@x jdx

r Q=1
alarig, burada I' Q oblastinin serhaddidir. Birinci va ikinci qarisiq
masalalor liclin sag torofdoki birinci toplanan sifir, {igiincii qarisiq
moasals ii¢lin s

ou )
J.ugdél“ = —Iau d:I'<0
oldugundan, hor ii¢ qarisiq mosalo Uglin J'(¢) <0 aliriq. Digor

torofdan, bircins (3.2) sortine asason, J(0) =0, buradan da
J(t) = 0 alariq ki, bu da u(x,t) = 0 demokdir.
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84. istilikkegirma tanliyi iiciin Kosi
masalasi. Hallin yeganoaliyi.
Asagidaki kimi Kosi masalasine baxaq: Verilmis

82
23
i

ou
Lu=E—Au—f(x B0, A= Z

i=1

(4.1)

tonliyinin x € E,,, ¢t > 0 oblastinada els hallini tapmali ki, o hall
ul,_, = o), xeck, (4.2)
baglangic sortini 6dosin.
Masalanin halli iigiin asagidaki yeganolik teoremi dogrudur:
Qoyulmus Kosi mosolesinin  C(E,, x[0,0)) N C*V(E,, x(0,0))

sinfina daxil olan mohdud haslli varsa, yeganadir.

Teoremi isbat etmok {igiin gostorak ki,

Lw=""_Aw=0, (4.3)
o
W,y =0 (4.4)

mosalasinin mohdud halli | w |< M , ancaq w = 0 ola bilor.

Forz edok ki, E,,, evklid fozasinin ¢ =0 mistovisindo
yerlogon vo markozi koordinat baslangicinda olan R radiuslu Qp
kiirasi verilmisdir. Bu kiironin sothini Sp -lo isare edok. Yonaldicisi
Sy sothi, doguranlart iso ¢ oxuna paralel olan silindrik sathi quraq.
Bu sothin ¢ > 0 hissasini B ilo, sorhoddi Qp U B olan silindri iso
Qp ilo isars edok.

Komokei
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n
> x}
vp(x,t) = 2Mn| iz +t
R? 2n

funksiyasini quraq. Bilavasito yoxlamaqla gostormok olar ki, bu
funksiya bircins (4.3) tenliyini 6doyir, Lvp = 0. Askar

n
M Y x}
i=1
)

barabarsizliyindon vo (4.4) sortindon

vR|t=0 =

UR|t=0 2w ||t=0

n
aliriq. Silindrin yan sorhi tizerindo . xl2 = R? oldugundan
i=1
2Mn

UR|B=M+ R2

t>M>|w|g.

Axirinet barabarsizliklori bir yerds
VRla,us = 1 W lazus
yaza bilarik. Digor torofdon
Lvp tw)=Lvg+Lw=0.
Belaliklo, aliriq ki, bircins istikkegirma tonliyinin hollori
olan vp tw funksiyalart Qp U B sothi tizorindo monfi deyillor.

Onda maksimum prinsipine gors, Qp silindrinin daxilinds do

Ur T w > 0 olar. Basqa sozlo,

n

> x]
|w|£vR:2Mn L S
R? 2n

Burada x vo t -ni ixtiyari qeyd edok vo R — oo sortilo limito
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kegok. Onda alirniq ki, |w |<0, yoni w=0. Kosi masalasinin

hallinin yeganaliyi isbat olur.

85. Kosi masalasinin halli ii¢iin Puasson
diisturunun cixarihsi.

Indi
ou
Lu=—-Au = f(x,t) (5.1)
ot
geyri-bircins istilikkegirmo tonliyinin
u,_, =), xek, (5.2)

baslangic sortini 6dayan hollini quragq.
Bu mogsadls, istilikkegirmo tonliyinin fundamental halli

adlanan

r2

6_4(t—z')

, t>r onayraa,

1
v(x =yt —17) =1 2{rt —7))"

0, t <t ongyraoa,

n
funksiyasin1 daxil edok, burada r=|x-y|= ‘f (x; — yi)2 .
i=1

Bilavasito yoxlamaqla gostormok olar ki, ¢ # 7, x # y noqtslori
iiclin v funksiyasi

Lu=—-Av=0
ot

Va

Mvs—ﬁ—Ayvz()
or

tonliklorini 6doyir.
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Ixtirari x € E,, ndqtesi gdtiirok. Markazi koordinat baglan-
gicinda olan elo R radiuslu Qp kiiresi gotiirok ki, x ndqtesi bu
kiironin daxilinde yerlogsin. Yonoldicisi bu kiirenin Sp  sothi,
dogrulanlart E, fozasma ortoqonal olan 7 oxuna paralel olan
silindri quraq. Bu silindtin 7=0 vo r=f-¢ 0O<e<t

(¢) " onun yan sothini B,

miistovilori arasinda galan hissasini
silindrin 7 =¢ — & miistovisindoen ayirdig1 kiironi iso Q(Ig) -la igara
edok. Onda  aydindir ki, t(g) oblastinin  sorhoddi
Qr UBP UOY =T birlosmosindon ibarat olacaq.

Tutaq ki, u(y,r)eC(z’l)(Enx[O,oo)) olmaqgla, 6zii veo

g—u, i = L_n toramalori mohdud olan ixtiyari funksiyadir.
Vi
Askar
vLu —uMv = U(a—u - Auj u(— v _ Avj =
or ot

0 0 (. ou ov
=—Wv)- ) —|v—-u

1=0
eyniliyini @/(¢) oblasti lizro inteqrallayaq vo sag torofo Qrin
diisturunu totbiq edok. Bu zaman wu funksiyasi olaraq yuxarida

deyilon sinfo daxil olan funksiya, v olaraq istilikke¢cirma tonliyinin
fundamental hallini gétiirok. Onda

Iv(x —y,t—7)Lu(y,r)dydr = Iuv(x —y,7)cos(v, r)dl“l({g) -

Q" r{®
n
ou ov ()
- v——u—|cos(v,y;)dl'y"’ , (5.3)
'[ z( 2y; ayiJ VR

(¢) i=1
I'z
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burada v ilo Fl({f) sothino ¢okilmis xarici normal isara edilmisdir.
Askardir ki,

Qp Uzorinds cos(v,7) =-1, cos(v,y;)=0;
Q(I? tizorinde cos(v,7) =1, cos(v,y;) =0;
Bg) tizorinds cos(v,7) =0.
Bunlar1 axirinci berabarlikds nozors almagla, & — 0 sortilo
limito kegok. Bu zaman Q'*) vo B!®) iizro inteqrallarm limitlori
uygun olaraq, @, vo B, iizrs inteqrallar olacaq, buna gors do

I v(x —y,t—7)Lu(y, r)dydr = - jv(x - ¥, t)u(y,0)dy —
Q, Qp

+ lim J-v(x -y, e)u(y,t —&)dy —

o
- | Z[ua—“—u@jcos(v, y,)dSgdr, (5.3)
S\ ay;

borabarliyini yaza bilorik.
Indi Q%) iizro inteqralin limitini hesablayaq, qeyd edok ki, bu

zaman Q%) ovazino Qp yazmagq olar.

r

Jute -yt - )dy =———— [urt-o)e *dy=
Op 2" () Qp

2
r
_ 1 — e My=
_W j+ I u(y,t—g)e ¥dy=dJ,, +J,,..(5.4)
r<¥e  Qp\(r<¥)

Sorto goro u(y,r) funksiyast mohdud oldugundan,
lu|<M,
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r2

M Ie_dey.

Jy S ——m—
n n/2
25(me)” "y

Burada
yi=xi+2\/;zi, i=1,2,...,n
avazlomosi edok. Onda

n n
Y —-y)? =2Ve | X2F =2Ve| 2|,
j =1

1=1
dy = dy,dy, ...dy, = 2"&"'*dzdz, ---dz, = 2" "' *dz
oldugundan

J,, <

j eilz‘zdz
oL
e

alariq. Bu boraborsizliyin sag torofi £ — 0 -da sifra yaxinlasir, ¢linki

ﬂ_n/Z

|2[>

malum oldugu iizra,

Ie‘z‘zdz ey (5.5)
E,
Belolikla,
limdJ,, =0. (5.5)
>0

Digor inteqralin limitini hesablamaq ti¢iin onu

7‘2

J, = nu(x,lfn)/2 jeizder
T A
7‘2
b [t - o) -u]-e ¥ dy=Ji, + ], (57)
2Mm) T

soklindo yazaq. Yenidon yuxaridaki ovozlomadon istifado etsok,
(5.5) barabarliyinin komayilo
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limoJ7, = lim u(f/? [e 4 gz ”(x t) j P gz = u(x,t) (5.8)

&0 &0 T 72'

|z]<
e

alariq. Nohayat, J{, inteqralimin limitini hesablayaq. ixtiyari 7 > 0

liglin elo &, > 0 tapmaq olarki, s < gy vo |x —y| < Ve oldugda

|u(y,t —&)—u(x,t)| <n

olsun.
Onda
7‘2
" U “ae
Tl S e [e edy =
SRR =
__n_. -2 T_ . [olefdz _
_71-”/2 .[16 d2<ﬂ.n2 E‘!‘e =1
s '
oldugundan va 7 -nin ixtiyariliyinden
lim J|, = (5.9)
e—0
alariq.

Almmig (5.6), (5.7), (5.8), (5.9) miinasibatlorini (5.4)-do
nazars alsaq,

lim J-v(x —y,e)u(y,t —&)dy = u(x,t)
e—>0 Op

alariq ki, bu da (5.3) borabarliyini

u(x,t) = J‘v(x —y,t —7)Lu(y,r)dydr + Iu(y,O)v(x —y,0)dy +
@ Qp

IZ[U——u—Jcos(n y;)dSgdr (5.10)
pisiv Vi O

soklino gotirir. Yada salaq ki, bu axirinci boraborlikdo v istilik-
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kegirmo tonliyinin fundamental hallidir.
Axirinct baraborlikdon R — oo sortilo limito kegok. Aydin-

dir ki, bu zaman Qp kiiresi iizro inteqral E, fozasi lizro inteqrala,
Q, = Qp x(0,¢) silindri iizro inteqral isa E, x (0,¢) zolag: iizra
inteqrala yaxinlasacaq. Silindrik B, = Sy x(0,£) sothi {izrs

inteqralin limitini hesablayaq. Fundamental hsllin ifadesini nezars
alsaq

1 . 4(t 7) i — i NS »d
. z(ﬁyl 2 oty S

alariq. Forziyyomizo goro u vo S—u funksiyalari mohdud oldu-
Vi

gundan, sonuncu barabarliyin sag torafi R — oo -da sifra yaxinlasir.
Bu deyilonlorin naticasi olaraq, (5.10) barabarliyinden, (5.1), (5.2)
masalasinin halli ligiin

r2

t
uet) =~z [ | e T fnndyds -
0

En
1 _ﬁ
R 4
on ni2gn2 fe “o(y)dy (5.11)

E,
diisturunu alariq.

§6. Puasson diisturunun Jsaslandirilmasi.

Biz yuxarida bozi slave sortlor daxilinde Kosi masalasinin
holli iiciin (5.11) Puasson diisturunu ¢ixardiq. Indi gostorok ki,
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f(x,t) vo @(x) funksiyalar1 kosilmoz vo mohdud funksiyalardirsa,

(5.11) diisturu ilo ifado olunan funksiya dogrudan da (5.1), (5.2)
Kosi mosalasinin mohdud hallidir.
Gostaracayik ki,

7‘2

i
0

n

funksiyasi geyri-bircins

ou
——Au = f(x,t 6.1
py f(x,t) (6.1)
istilikkeg¢irma tonliyinin bircins
ul,_, =0 (6.2)
baglangic sortini 6doyan halli,
r2
uy ey = = [ ¢ H g(y)dy
’ /2,n/2
DAY A Ak £,
funksiyasi isa bircins
U Au=0 (6.3)
ot

istilikkegirma tonliyinin qeyri-bircins
ul,_y = p(x)
baslangic sortini 6doyon hallidir.

Ovvalca u,(x,t) funksiyasi ilo mosgul olaq.

n
Miisbat @ vo T odadleri iigiin \x|=‘f Yx? <a, 0<t<T
i=1

borabersizliklori ilo toyin olunmus mohdud D c E, ., oblasti

gotlirok. Gostorak ki, u,(x,¢) funksiyasi toyin eden inteqral, x vo
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¢t doyisonlorine nazoron D oblastinda miintozom y1gilir.
Kafi qodor boyiik R ododi gotiirak va

r2

J= [e “p(ydy
ly[>R

inteqralini qiymotlondirak.
Forziyyomizo goro ¢(x) funksiyast mohduddur, |p(y)|<M .

Ucbucaq berabarsizliyine gora r=lx—-y|>|y|-|x|>|y]|-a.

Yuxaridaki R ododini elo segok ki, R > 2a barabarsizliyini 6dasin.

Onda a<§£% Vo r>m olur. Bu o demokdir ki,
(x,t) € D noqtaleri tiglin
2o b

e 4 <o 16T
olacaq. Buradan da

b
| J |<M je 167 gy
|y|>R

Vo ya, axirincl inteqralda
Y; :4ﬁ2i, i:1,2,...,n

ovazlomasi aparsaq

| J | < M-4"T"2 je-‘Z‘zdz

e

4T
alariq. Sag torofdoki inteqral biitiin foza iizro yigilan oldugundan,
onda R-in kafi qador boyiik qiymotlorinds sag torof istonilon qodor
kicik olacaq. Bu da inteqralinin miintozom yigilmasi demokdir,

basqa sozlo u,(x,t) funksiyasi kesilmoz funksiyadir.

Tamamilo eyni qayda ilo gostormok olar ki, u,(x,?)
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funksiyasin1 ¢ doyisonine nozoron bir dofo vo x dayisenlorine
nozoron iki dofo diferensiallama zamani alinan inteqrallar da
miintozom yigilandirlar.

Bu funksiyanin (6.3) tonliyini 6dadiyini bilavasito yox-
lamagqla gostarmak olar.

Indi gostorak ki, bu funksiya mohdudur vo

lim u, (x,t) = @(x) (6.4)
t—0
sortini o6dayir.
Yeno molum
y; = X; +2\/t_§i . 1= 1,2,...,n

avazlomasi edak, onda

uy (6,0 = 772 [ gl + 242D Pde (6.5)
En
soklindos yaza bilorik. Buradan | ¢(2) |[< M oldugunu nazors alsaq
a2 Ie_‘§‘2d§ —1 (6.6)
E,

borabaorliyinin komayi ilo
Uy (e,0) |< 22 M [ ds = M
E,
alariq, yoni u,(x,t) funksiyasi mohduddur.

Nohayot, (6.4) boraborliyini gostormok ii¢iin (6.6) bora-
barliyinin har torafini ¢(x) -0 vuraq va (6.5)-1o toplayaq. Bu zaman

s (x,1) — () = 7% [[p(x + 231 — p(x)] - e 1 g =
E

n
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=72 [[px + 2V18) — p(x)]-e ¥ dé +

I§]<R
72 [lo(x+ 2458) - ()] ¥ de =, +
[§>R

alariq.
Forziyyayoa gora ¢@(x) funksiyasi kesilmoez oldugundan,

ovvaldon verilmis &> 0-a goro elo £,(s) >0 ododi var ki,

0<t<ty(e), | & |< R qiymatleri liciin

| p(x + 2Vt E) - p(x) |< £/2
olar. Onda
1y |<Ez72 [l ag <
2 2
IE|<R

alariq.
Digor torafdon ¢(x) funksiyasinin mohdudlugundan

|, |< 2Mz "2 je"‘flzdg
EI>R
yaza bilorik. Sag torofdoki inteqral biitiin foza iizro yigilan inteqral
oladugundan, ixtiyari ¢ >0 igiin elo R,(¢) se¢mok olar ki,

R > R (&) sortini 6dayon R -lor iigiin
£
|, |< 5

olar. Bununla, ¢ < ¢)(¢) qiymaetleri ii¢lin
| u(x,t) —p(x) < &
oldugunu aliriq ki, bu da (6.4) demokdir.
Belolikla, u,(x,t) funksiyasinin (6.3), (6.4) mosalosinin

mohdud halli oldugunu géstormis olurugq.
Indi w,(x,t) funksiyasi ilo mosgul olaq. Yuxaridaki qayda
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ilo bu funksiyani toyin eden inteqralin vo onun ¢ -yo nazoran bir
dofs, x dayisonlorine noazoran iki dofs diferensiallanmasindan alinan
inteqrallarin miintozom yi8ilan olduqlarini gostormok olar. Bircins
(6.2) sortinin ddondiyi do askardir. Funksiyanin geyri-bircins (6.1)
tonliyini 6dadiyini gostorok.

Bilavasits diferensiallamaqla

7‘2

6LL1 i 1 74(t—r)
—— = lim . e X , d "
ot T—>t—0 2nﬂn/2(t—r)n/2 I f(y,0)dy
En
¢ 5 P
4(t—-1)
e e f(y, 7)dydz
'([}!n ot 2”,,'%/2 T)n/Z
alariq. Onda
7‘2
Lt ! -
—A u, = 11 . e (t—-7) . ,Td +
ot x“1 r>t-0 2" 1 n/Z(t )n/2 _[ f(y ) Y
En
¢ 5 . o
4(t—-1)
+ R e _
'(l).é!.n ot 2n7l'n/2(t—2')n/2
1 _r
-A e M L (y, 0)dydt

x 2nﬂ_n/2(t_z_)n/2

olar. Bildiyimiz kimi fundamental hall %— Av =0 tonliyini

Odoyir, ona goro do axirinci berabarlikds ikinci inteqral sifirdir.

Birinci inteqralda 7 —¢ = 1 ovozlomasi aparsaq

r2

ou, 1 T
— Ay = lim—————- | e "7 - f(y,t +m)dy
ot L 5000, ni2,ni2 é[
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alariq. Buradan, (6.4) borabarliyinin isbatina analoji olaraq, sag
torafin f(x,t) -ya barabar oldugunu ala bilarik, bununla
oy,
ot

- Axul = f(x9t)

alariq.
Belalikla, (5.11) diisturu ils ifado olunan funksiyanin (5.1),
(5.2) masalasinin halli oldugunu géstormis olurugq.

V FOSIL.

HARMONIK FUNKSIiYALAR.

§1. Laplas tanliyi vo harmonik funksiyalar.

Tutak ki, m ol¢iili evklid fozasindan gotiirtilmiis hor hans1 Q
oblastinda toyin olunmus u(x) =u(x,x,,...,x,,) funksiyasi
verilmisdir.

Torif 1.1. Ogor bu funksiya oblastin har noqtesindo;

1°. iki tortib kesilmoz toramolora malikdirsa;
2°. Laplas tonliyi adlanan

m 82
Au = Z L; =0
ko1 OXj,

tonliyini 6doyirss, onda u(x) funksiyasina mohdud
Q) oblastinda harmonik funksiya deyilir.

Torif 1.2. Ogor Q oblasti qeyri mohdud oblastdirsa, wu(x)
funksiyasina o zaman harmonik funksiya deyilir ki,
oblastin kordinat baslangicindan sonlu masafads olan
hor bir noqtesinds 1° vo 2° sortlarindon slave
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3°. Kafi qador boyiik | x |= \/xlz + X3 +--x2 iciin

| u(x)|<

| x ‘m—2

barabarsizliyi 6denilir, burada C — har hansi sabitdir.
Iki olgiilii oblastlar {i¢iin bu sort sonsuzlugda mohdudluq sorti,
m > 3 halinda iso verilmis tortibdon az olmamaqla sifra yaxinlasma
sortidir.

Harmonik funksiyanin torifindon goriindiiyii kimi harmo-
niklik anlayist aciq oblasta aiddir. Qapali Q oblastinda harmonik
funksiya dedikds, nozords tutulur ki, Q oblastin1 daxilino olan elo
aclq Q; oblast1 var ki, funksiya bu €2; oblastinda harmonikdir.

Qeyd edak ki, harmonik funksiyanin terifi oblastin sarhaddi
iizorindo ona he¢ bir mohdudiyyst qoymur, belo ki, oblastda
harmonik olan funksiya oblastin serhaddinds toyin olunmaya biler,
geyri mahdud ola bilar, téramasi olmaya bilar va s.

Torifdon bilavasite gorlinlir ki, ogor u;(x) vo u,(x)
verilmis oblastda harmonik funksiyalardirsa, onda ixtiyari ¢; vo ¢,
sabitlori tiglin u(x) = cjuy(x) + cyu, (x) funksiyasi da harmonikdir.

Tutaq ki, x = (x,%5,...,%,,), & =(5,5,,....&,) fozada

m
iki ixtiyari noqts, r =|x — ¢ |= ‘f 2 (xp — §k)2 is9 bu ndqtsler ara-
k=1

sindaki mosafodir. Bu fozada vahid radiuslu sferanin sothini | oy |-lo
isara edok. Malumdur ki, ikinci név I' Eyler inteqralinin kdmayi ilo

oy |F——=
T(m/2)

soklinds ifads olunur.
Harmonik funksiyalar nozariyyssinds miihiim rol oynayan



83

1 1
B = oy T

funksiyasina Laplas tonliyinin fundamental holli deyilir.

m>3 (1.1)

Fozanin ol¢iisii m = 2 olduqda, Laplas tenliyinin funda-
mental holli
1
.

E(x,¢) = iln (1.2)

soklinda gotiiriiliir.

Bilavasito yoxlamaqla gostormok olar ki, ixtiyari x # &
noqtalorinde  E(x,&) funksiyast x vo & doyisonlorine nozoran
Laplas tonliyini 6dayir (yoxlayn!).

Harmonik funksiyalara aid misallar:

1. Kompleks doyigonli funksiyalar nozariyyssindon molum oldugu
lizra, kompleks z = x + iy doyisonli f(2) = u(x,y)+ iv(x,y)
analitik funksiyasimin hoqiqi u(x,y) vo xoyali v(x,y) hissolri
iki doyisonli harmonik funksiyalardir.

2. Ixtiyari sonlu Q oblastinda

u(x,y) = x* - y?
funksiyasi harmonik funksiyadir.

3. Ixtiyari sonlu C sabiti iigiin w(x;,%,,...,x,,) = C funksiyasma
baxaq. Fozanin Ol¢lisi m =2 oldugda, bu funksiya ixtiyari
mohdud vo ya qeyri mohdud €2 oblastinda harmonik
funksiyadir. Fozani 6l¢iisii m > 3 olduqda, bu funksiya mahdud
Q) oblastinda harmonik funksiyadir, lakin € qeyri-mohdud
oldugda harmonik deyil, ¢iinki harmonik funksiyanin torifindoki
3° sort 6donmir.

4. Ixtiyari mohdud Q oblastinda

u(x,y) =sinx-chy

84

funksiyas1 harmonik funksiyadir. Qeyri mohdud oblastda isa
bu funksiya harmonik deyil (niya?).
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§2. Hamar funksiyalarin inteqral gostorisi.

Tutaq ki, © hor hanst mohdud oblast, S iso bu oblastin
sorhaddidir. Bu oblastda toyin olunmus iki u(x),v(x) € Cz(ﬁ)

funksiyalarin1 gotiirok. Asanliqla gostorilon

m
UAu—uszz 0 (U Ou -u 6UJ

k=1 axk 6xk axk

eyniliyin hor torofini () oblasti iizro inteqrallayib, sag torofdoki
inteqralda soth iizrs inteqrala kegsok,

20 0 ov
_ d& =
ikzzlafk [Uafk ”a@) :

L ou ov ov
Z(UE—MEJCOS(V fk)d§S J-(U—V—ugjdgs

alariq, burada % ilo S sothinin & noqtesinds soths ¢okilon xarici
1%

normal {izro téromo isaro olunmusdur. Qeyd edok ki, bu diisturu
yaza bilmok tli¢iin S sothinin hissa-hisso hamar olmasi kifayatdir.

Beloliklo, iki ixtiyari u(x),v(x) € Cz(ﬁ) funksiyalar1 vo
hissa-hissa hamar S sothi tigiin

I(vAu uAv)dé = J‘(v——uS—vjdgs (2.1)

14

Qrin diisturu dogrudur.
Indi tutaq ki, sorhoddi hisso-hisso hamar S sothi olan

mohdud € oblastinda toyin olunmus ixtiyari u(x) € C*(Q)

funksiyasi verilmisdir. Bu oblastin hor hansi daxili x noqtosini
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gotiirok vo moarkozi bu ndoqtads olan elo ¢ > 0 radiuslu K, kiirasi
gotiirak ki, bu kiiro tamamilo Q oblasti daxilindo yerlossin. Bu
kiironin sferasini o, -la isaro edok. v(x,&) funksiyas: olaraq Laplas
tonliyinin (1.1) barabarliyi (m =2 olduqda (1.2) boraborliyi) ilo
verilmis E(x,&) fundamental hollini gotiirok. x € K, oldugundan
Q\K, oblastinda E(x,£) funksiyast & doyiseninin funksiyasi

olaraq, istonilon tortib téromoys malikdir. u(&) funksiyasi iso Q
oblastinda iki dofs kesilmoz toromolors malik idi. Ona gora do bu
gotirilmis u(§) ve E(x,&) funksiyalarma Q\ K, oblastinda
(2.1) Qrin diisturunu totbiq etmoak olar:;

OE
j(EAu UAE)d¢E = j(E —-u a_]d‘fs +

Q-K,
j(E——u@jdgag .
ov ov

Biz m >3 halina baxacagiq, m =2 halinda E(x,&) ola-

raq, yuxarida dediyimiz kimi, (1.2) ilo toyin olunan funksiya
gotiriilmoalidir.

Yuxaridaki boraborlikdo & — 0 sortilo limito keg¢sok vo
Q- K, oblastinda AE =0 oldugunu nazars alsaq,

jEAudfzj(Ea—u—u@ja%SJrhm (Ea—u—uﬁjdgo (2.2)
o S 0 &0 ov 0

yaza bilarik.
Sag torofdeki limitlori hesablayaq. u(x) € C*(Q) oldugun-

dan, elo M >0 sabiti var ki,

— < M, ona goro do birinci
v

toplanan {i¢iin
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lim IE Ou d:oz| < lim 1 L_|ou —|d:o, <
£—0 ov £>0 (m—2) | o \ rm- 2 ov
< M im J‘déa =
(m=2)|o| im0 g2
m-1
M BT |O'1 | & _ O (23)

C(m-2)| o, | e>0 "2

boraborliyini alariq.
Radiusu r = ¢ olan o, sferasi iizorindo, Q2 — K, oblastina

nazaran xarici normal radiusun oksins yonsldiyindon

o tp_d 1) _m-2
ov rm—2 o, dr r’m |
alariq. Onda
. ok 1 : 0
lim | u—d;0, =———lim | u———d:0, =
-0 7 v ¢ (m=-2)| o | 5—)06J. Gvrm 27¢
1 .
=——11 . d:o,.
|oy | 530 ] Ju(f) §%

Inteqral iigiin orta qiymot teoremino gérs, o, sothi iizorindo elo

g=x+§8, |§|=1,n6qt9sivarki,

J‘u(f)dgag = u(x + 9_,9)J‘al§0‘g = u(x +0¢) | oy | ™!

O

- e

Bunu yuxaridaki baraborlikdo nozors alsaq,

oE
li — = 2.4
81_1% u > d:o, = u(x) (2.4)

Og

alariq. Alinan (2.3) va (2.4) miinasibatlorinin kémayi ils, (2.2)-don
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jEAudg | (E— - ZE jdés u(x)
barabarliyini alariq. Bu axirinci barabarlikde £ -nin ifadasini yerino
yazmagqla,
1 1 ou 1
u(x) = : ( — - ©) —u(f)i—z)d.»:s -
(m=-2)| oy 5 r’ ov ov r™

1
(m=-2) o] Qrm

U Audé (2.5)

diisturunu alariq. Bu ixtiyari u(x) € C*(Q) funksiyasinin inteqral

gostarisi diisturudur.
Fozanin 6l¢iisii m = 2 olduqda, (2.5) diisturu ovozina

u(x)=— I( ! ag(f) —u(g")%ln%)dgs_

L (L Aude (2.6)

2 o T
gostarisini ala bilorik.
Ogor u(x) funksiyasi oblastinda harmonik funksiyadirsa,

onda Au =0 vo buna goro do u(x) € C? (5) sinfino daxil olan

harmonik funksiyalar {i¢iin

L )
O D T | i(r’"z ov
0 1

V3
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u(x) = I( ou@) _ (f)—ln jdgys m=2 (2.9)
s\ T ov
inteqral gostoriglorini yaza bilarik.

1
2z

Yuxarida cixarilan inteqral gosterisi diisturlari, bir ¢ox
hallarda, genis totbiq olunurlar. Biz bunlarla golacok paraqraflarda
masgul olacagiq.

83. Sada va ikiqat lay potensiallari.

Tutaq ki, S hor hanst qapali vo ya a¢iq mohdud hamar soth,
(&) va p,(&) iso bu sath iizerinde verilmis funksiyalardir. Bu
soth iizorindo yerlosmoyon hor hansi x noqtesindon &€ S
noqtesine qader olan mosafoni r ilo isare edok, r=|x-&|.

Asagidaki sokilda toyin olunmusg

\E

S

uy () = [ 1:(6) -
S

inteqrallarina, uygun olaraq, sado lay vo ikigat lay potensiallari,
(&) va u, (&) funksiyalarina ise bu potensiallarin sixligi deyilir.
Teorem 3.1. Sixliglart gz4(x) vo w,(x) miitlog comlonan
funksiyalar olan sads va ikiqat lay potensiallarinin S sothi ids ortaq
noqtosi olmayan ixtiyari €) oblastinda istonilon tortib téromolori var
vo hom dos bu potensiallar harmonik funksiyalardir.
Ovvalca gostarok ki, (2 oblastinda u;(x) vo u,(x)
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funksiyalarinin istenilon tortib téromsleri var. Dogrudan da, ixtiyari
xeQ vo £e8§ igin r=[x-<&|>8 >0 oldugundan, bu
potensiallar moxraci sifra ¢evrilmoyan funksiyanin parametrdon asilt
inteqrallaridir. Bu inteqrallardan inteqral altinda istonilon tortib
toromo almaq olar vo bu zaman alinan inteqrallar miintazom yigilan
inteqrallardir. Yoni u;(x) vo u,(x) funksiyalari istonilon tortib
toromolors malikdirler.

Digor torofdon, bu funksiyalara Laplas operatorunu totbiq

etsok
1
Au = S = jul(g)A = ——d.S=0,
o 1
Aty S = I#Z(f)Ax(E ) jdfs =
S

o 1
j (A { FEn cos(v,ék)}d.;vs:

S 0 1
- £ﬂ2 (5)}; COS(V7 gk)an(rﬂl——Zjdés = O,

oldugunu alariq, burada v normali & ndqtosindo sotho ¢okilon
normal oldugundan x-don asili deyil vo onu A,-don xarico
cixardiq.

Bununla, Q oblastt mahdud olan halda, potensiallarin har-
monikliyi isbat olur.

Ogor Q oblasti geyri-mohdud oblast iso olavo olaraq 3°
sartinin 6dondiyini gostormok lazimdir.

S sothi mohdud soth oldugundan, onun néqtslarinin koor-
dinat baglangicindan olan mosafalori hor hansi bir d ododini agmur.
Ixtiyari x € Q ndqtosi iiciin, {igcbucaq barabarsizliyino asason,
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r=lx-¢lz|x|-|f|z|x|-d
yaza bilorik. | x |-in kafi godar boyiik, masalo, | x | > 2d giymatlori

| x|

tiglin, d < - vo r > % | x | alariq. Buna goro do

[ uy(x) [<

j — 4 (§)d;S
s’

-2
———[lm©1d:S
S

Sorta gore, sixliq funksiya comlonan oldugundan, axirinci inteqral

sonludur va 3° serti 8danilir, C =22 [| (&) | d:S
S

Indi ikiqat lay potensialina baxaq. Askar |&, —x, |<T,

| cos(v, &) |< 1 barabarsizliklorinin kdmayi ilo,

—1d.S <

|u2<x)|<j|uz<§>\ ‘

<=2l @) | ka | cos(r.£,) 1 d,S <

S(m—2)mj|ﬂz(f) | ‘%dés
S r

- 1
alariq. Yeno do | x | > 2d sortini 6dayan noqtalar tiglin, r > > | x|

oldugundan

C

‘x |m—1

luy(x) | <

barabarsizliyini alariq ki, burada

C=2"-mm-2)[| 1(£)|d;S
S

Aldigimiz bu borabarsizlik 3° sortindon daha giiclidiir.
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Bununla, qeyri mohdud oblastda da ikiqat lay potensialinin
harmonikliyi isbat olur.

Bu teoremin komayi ilo ixtiyari u(x) € C? (©2) harmonik
funksiyanin istenilon tortib téromsolorinin varlifi asanligqla isbat
olunur. Dogrudan tutaq ki, u(x) e c? (Q) ixtiyari harmonik
funksiyadir. Bu oblastin istonilon x, ndqtesindo u(x) funksiyasimnin
istonilon tortib toromelorinin varligim gosterok. x, ndqtesini
daxilino alan vo S; sorhoddi ilo birlikde Q oblastinda yerlogon
istonilon ixtiyari sonlu ; oblasti quraq. Bu oblasta (2.8) diisturunu

tatbiq etsok
u(x) = ! J( I ou u o _1 )dgsl,erl
(m-2)|oy| g rm2 ov ov pm?
1

yara bilorik. Bu alinan lay potesiallarinin sixliq funksiyalari S

tizorinde neinki miitloq comlonon, hotta diferensiallanan
funksiyalardir. Lay potensiallarin iso istonilon tortib tdromasi
oldugunu gostormisdik.

84. Harmonik funksiyalar ii¢iin orta giymat
xassdsi vo maksimum prinsipi.

Bu xassalori isbat etmok ii¢iin, avvalco sonralar dofslorlo rast
golocayimiz iki diistur verok. Oslindo bu diisturlar yuxarida isbat
olunmus (2.1) disturunun xiisusi halidir. Homin diisturda v(x) =1

gotiirmokla, ixtiyari w(x) € C2(Q) funksiyast iigiin

jAudg I—d§ (4.1)
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diisturunu alariq. Olave olaraq, agor u(x) funksiyas1 Q oblastinda

harmonikdirsa, onda (4.1) diisturundan

B
[ a—”dfs -0 (4.2)
S 1%

diisturunu alariq.

Indi orta qiymat teoremini verak.

Teorem 4.1. Tutaq ki, u(x) funksiyas: morkozi x( noqtosinds
olan R radiuslu Kp kiirasi daxilinde harmonik, bu kiironin Sp

sferas1 da daxil olmagla qapali kiirodo kosilmoz funksiyadir. Onda
x, noqtesinde funksiyanin aldigr qiymot u(x,), sfera sothi {izro

funksiyanin aldig1 qiymetlorin adadi ortasina barabardir.
Askardrr ki, ixtiyari R, < R radiusu gétiirsok, Kp kiirosi ilo

konsentrik K g, kiresi Ugilin  u(x) € CZ(I? r)- Onda ixtiyari

harmonik funksiyanin interal gdstorisine osasen

(e
) = o S£ (g 2K

1
rm—2

—u(§)% jdstl, xeKp (4.3)

yaza bilorik. Xiisusi halda, x =x, gotlirsak, r = R, olur. Diger

torofdon, S, sfera sothi {izorinds xarici normal radius istiqgamotindo

yonoldiyinden
o 1] e 1] __m-2
ov rm—2 s, or rm—2 r=R, le—l )

Bunlar1 (4.3)-do nozars alsagq,
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1 ou
u(xO) == m— . —dé:S] +
(m-2)| o | R SJI; ov
P— [u)ds
T pm1 1
| oy | Ry :

Sk,
vo buradan da (4.2) baraborliyinin kdmoayi ilo

- Jwe)dsy,

Sr,

u(xo):—W
oy | Ry :

alariq. Bu barabarlikdon R, — R sorti ilo limits kegsak,

- [u@dSg (4.4)
Sg

w(xy) =—————
oy | R™
alariq ki, bu da orta gqiymot teoreminin riyazi yazilisidir.
Sfera iigiin oldugu kimi, kiirs iiclin do orta qiymot xassasi
dogrudur. Bunu gostorok. Tutaq ki, u(x) funksiyasi

Kp:x—xy|<R kiirosi daxilindo harmonikdir. ixtiyari 0< p<R
gotiirlib | x —x |= p sferasi iigiin (4.4) diisturunu yazaq

1
u(x0)=ﬁ~ J.Udéesp .
oy p S,

Axirinct barabarliyi

. 1
P 1u(xo) = . J.udgsp
E

—_

P
soklindo yazib hor torofini (0,R) intervalinda p-ya noazoron
inteqrallasaq
m
1
—u(xg) =
m

R
. j Iud;Spdp
0

Sp

| oy |

va yaxud da
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u(xg) = S judrR

oy | R™ Kg

alariq, burada dzp hocm elementidir. Alinan barabarlik kiira Giglin
orta giymat xassasidir.
Indi iso maksimum prinsipino kegok. Ovvoalco Laplas
operatoru ii¢iin asagidaki teoremi isbat edok.
Teorem 4.2. Tutaq ki, Q ixtiyari mohdud oblast, u(x) e

Cz(Q) iso bu oblastda toyin olunmus ixtiyari funksiyasidir. ©gor
bu funksiya {i¢iin Au > 0 (Au < 0) iso, onda bu funksiya oblastin
daxilinds 6ziiniin an boyiik (an kigik) giymatini ala bilmaz.

Aydindir ki, teoremi maksimum hali {igiin isbat etmok
kifayotdir, ¢linki u(x) funksiyasi daxilde on boyiik qiymaotini alirsa
vo Au >0 is9, onda — u(x) funksiyasi homin néqtodo minimum
giymsotini alir vo — Au < 0.

Teoremi isbat etmok iicilin oksini forz edok. Forz edok ki,
u(x) funksiyasi daxili x, noqtesinds Oziiniin on bdyiik qiymotini
<0, k=12,...,m olmalhdir.

alir. Onda bu noqtedo u,, =0, uy,,,

Buisa Au >0 sortino ziddir.
Teorem 4.3. Tutaq ki, u(x) mohdud Q oblastinda harmonik,

gapali Q+ S oblastinda iso kesilmoz funksiyadir. Onda bu funksiya
oblastin daxilindo, sorhaddoki on boyiik giymotindon boyiik vo on
kicik qiymotdon kigik, qiymaot ala bilmoz.
Oksini forz edok. Tutaq ki, daxili x, noqtesinde funksiyanin
qiymati
u(xy) > u(s)+9o
sartini 6doayir, burada s € S ixtiyari noqte, & iso har hansi miisbot

odaddir.
Yeni
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v(x) = u(x) + er?
funksiyas1 diizoldok, burada ¢ ixtiyari miisbot oadod, r=|x—x,| iso
X Va x, noqtolori arasindaki mosafadir.
Bu funksiyanin qiymatlari {igiin

U(xg) =ul(xg) > u(s)+9,

v(s)=u(s)+ e, 1 =[s—x|
minasibatindan
v(xg) > v(s) — g,~12 +0

yaza bilorik. Ixtiyari & odadini elo segok ki,

5—51"12>é
2

barabarsizliyi 6densin. Onda
v(xg) > V() +%

alarig. Bu o demokdir ki, v(s) funksiyast oblastin daxilinds on

boylik qgiymeatini alir. Bu iss ola bilmaz, ¢iinki

Av = Au+ A(er?) = 2me > 0
oldugundan, teorem 4.2-lo ziddiyot alardiq. Bununla, teorem 4.3
isbat olur. Bu teoremo harmonik funksiyalar {i¢lin maksimum
prinsipi deyilir.
Bilavasits maksimum prinsipindon asagidaki naticalari sdyloya

bilarik.

Natico 4.1. Oblastda harmonik olan funksiya, eynilik kimi
sabit deyilss, daxilds an bdyiik vo an kigik qiymatini ala bilmoz.

Notica 4.2. Verilmis Q oblastinda harmonik vo qapali Q
oblastinda kesilmoz olan u; vo u, funksiyalar1 oblastin serhoddindo

iist-lista diistirlorse, daxilds do {ist-iista disiirlar.
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85. Orta qiymat xassasi iiciin tors teorem.

Harmonik funksiyalar {igiin isbat edilmis orta qiymat xassasi bu
sinif funksiyalar1 tam xarakterizo edir. Belo ki, orta qiymat xassasi
liclin asagidaki tors teorem do dogrudur.

Teorem 5.1. Ogor mohdud Q oblastinda verilmis kasilmoz
v(x) funksiyasi orta qiymot xassasini 6dayirss, yoni oblastin har bir
noqtasindo funksiyanin aldigi qiymet, merkszi bu ndqteds olan vo
tamamilo oblast daxilindo yerlogon ixtiyari sfera iizro aldif1
giymatlorin odoadi ortasina borabordirse, onda uv(x) harmonik
funksiyadir.

Teoremi isbat etmak {i¢iin avvalca bir lemma isbat edok.

Lemma 5.1. Ogor mohdud € oblastinda kasilmoaz v(x)
funksiyas1 orta qiymot xassosini Odoyirss vo oblastin daxilinde
0ziiniin an bdyiik vo ya an kigik giymatini alirsa, onda bu funksiya
eynilik kimi sabitdir.

Oksini forz edok. Tutaq ki, oblast daxilindo elo x, noqtesi
var ki, bu ndqtads funksiya 6ziinlin an bdyiik qiymstini alir. Markazi
bu négtads olan elo K kiirasi gotiirak ki, bu kiiro tamamils oblastin
daxilinds yerlogsin. Funksiya orta qiymet xassasini Ododiyindan,

U(xy) qiymatinin sfera sothi lizro funksiyanin aldigi qiymatlorin

odadi ortasi ola bilmasi ii¢lin, funksiya sfera {izerinds eynilik kimi

U(x,) qiymatino barabar olmalidir. Bu o demokdir ki, K kiirasi
daxilindo v(x) funksiyasi eynilik kimi sabitdir. indi gdstorok ki, bu

funksiya biitiin oblastda sabitdir.
Oblastin daxilinds ixtiyari x ndqtesi gotiirak va bu ndqtoni
tamamilo oblast daxilindo yerloson [ ayrisi vasitasilo x, noqtasils

birlogdirok. Bu ayri ilo Q oblastinin serhaddi arasindaki masafoni
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2d ilo isaro edok. Morkozi [ oyrisi tizorindo gotiirilmis y
noqtesinds yerloson d radiuslu kiironi K;(y) ilo isara edok. Bu
kiirolor hamisi tamamilo Q oblasti daxilinde yerlosirlor. K ;(x)

kiirosi daxilindo [ oyrisi Uzerindo elo x; noqtesi gotirok ki,

d o - .
| X —x¢ | > > olsun. K ;(x,) kiirasi daxilinde [ oyrisi {izorindo

elo x, noqtesi gotlirok ki, | x, —x; | > 5 olmagla, x; noqtosi

xo-la x, arasinda yerlogsin. Bu prosesi davam etdirmokls, sonlu
sayda kiirolorlo biitiin [ oyrisini Orto bilorik. Qurmaya goro
xj € Kd(xj,l), j=12,...,n, x e K;(x,_;). Bu kiirolorin har
birinde funksiya sabit oldugundan v(x) = v(x,). Bununla lemma
isbat olur.

Notico 5.1. Mohdud Q oblastinda orta qiymot xassosini
O0doyon wv(x) funksiyasi oblastin sorhaddinds sifirdirsa, onda
oblastda da eynilik kimi sifirdir.

Dogrudan da, oks halda funksiya daxilde 6ziiniin an bdyiik
va ya an kigik qiymatini alar, bu iso lemma 5.1.-5 ziddir.

Indi teorem 5.1-i isbat edok. Tutaq ki, v(x) funksiyas1 Q
oblastinda orta giymat xassasini 6dayan kasilmaz funksiya, u(x) iso
oblastin sarhaddinds v(x) ils Ust-iista diigon harmonik funksiyadir.

Onda u(x)—v(x) forqi orta qiymoat xassosini O6domakls,
oblastin sothindo sifirdir. Notico 5.1-0 goro bu forq oblastin
daxilinds ds eynilik kimi sifirdir, yoni v(x) = u(x).
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86. Hacm potensiali.

Yuxarida ¢ixardigimiz (2.5) diisturunda ixtiyari  u(x) €

C? (Q) funksiyasinin ii¢ inteqralin comi soklinds ifade olundugunu

gostormisdik. Bu inteqrallardan soth iizerinds olan inteqrallara lay
potensiallar1 dedik. Indi iso oblast iizro olan

w(x)=j%d§, r=l|x-¢|
or

inteqralina baxaq. Bu inteqrala hacm potensiali vo ya Nyuton
potensiali, p(&)-yo iso potensialin sixlig: deyilir.

Aydindir ki, bu inteqral oblastdan gotiiriilmiis ixtiyari x
noqtasi liglin, x = ¢ noqtasinds zoif moxsusiyyati olan inteqral

olmagqla, ixtiyari miitloq comlonan mohdud (&) funksiyas: iiciin
kasilmoaz funksiyadir.
Gostorok ki, p(&) funksiyast mohdud vo keosilmoz funk-

siyadirsa, onda hocm potensialinin birinci tartib kasilmoz toromslori
var va bu téramolar bilavasits, inteqralaltinda téroms olmagla,

0 1 .
- ip(g)gi T dé, i=1m (6.1)

disturlari ilo hesablanir.
Dogrudan da, sag torafds alinan

-2 o B S
r

ifadosi, zoif moxsusiyyatli inteqral olaraq miintozom yigilir vo bu
inteqral, Q oblastinda kasilmaz funksiya toyin edir.

Hocm potensialinin ikinei tortib téromolori haqqinda asagidaki
teoremi isbat edok.
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Teorem 6.1. Potensialin sixligi p(&), oblastda birinci tortib

mohdud vo kasilmoz xiisusi tdromolors malik funksiyadirsa, onda Q
oblastinda hacm potensialinin ikinci tortib kosilmoz téromslari var vo
bu potensial
w=—-m=2)|oy|p(x)
Puasson tonliyini 6dayir.
Askar
0 1 0 1

-2 -2
8xi rm 8§l ]"m

boraborliyinin  komoyi ilo, hocm potensialinin birinci tortib
toromolori ﬁ(;ﬁn olan (6.1) diisturlarini

1 .
, 1=1lm
. j PO~ é
soklinda yazmaq olar. Sag torafi hisso-hisso inteqrallamaqla
ow
—=- > cos(v,&;)d:S + ~d 6.2
o lp (v,&)d; jaé & (62)

boraborliyini ala bilorik. Bu boraborliyin sag torofindoki birinci
toplananin x € Q ndqtelori tli¢lin kosilmoaz toromslori var vo bu
toromolori bilavasito inteqral altinda téromo almaqla hesablamaq
op

i

olar. Sorto goro toromolori mohdud vo kasilmoz oldugundan,

ikinci inteqral da, yuxarida dediyimiz kimi, kesilmoz tdromslars
malikdir vo bununla da, hocm potensialinin ikinci tortib téromolori
uclin

1
— cos(v, &)d:S +
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op o 1 o 1
S dé=|p— cos(v, &;)d S —
gj}aé o, T % i”ag, iy cos(v. €)d;

op o 1 .
— [ A d , lj]:l,m 63
gj}amgﬂm_z £ (6.3)

diisturunu alariq.
Indi hocm potensialinm ixtiyari x € Q ndqtosi iiciin

Aw =-(m=-2)| oy |-p(x)
tonliyini 6dadiyini gostorok.

Morkezi x € QQ ndqtesinde olan elo & >0 radiuslu K,
kiirasi gotiirok ki, bu kiiro tamamilo €2 oblastinda yerlossin. Bu
kiironin sothini y,-la, Q oblastindan bu kiironi ¢ixmaqla alinan
oblast1 iso (2, -la isaro edok.

Hocm potensialinin ikinei tortib téromolori iigiin aldigimiz
(6.3) diisturlarina g('jra

Aw = z .[ 0 — cos(v,&;)d:S -

S llaé:L
J'z@p d 1 dé
nin 95 05 1™
vo ya da
0 op O 1
Aw = | p— d 6.4
l”av —d i;am; —-d¢  (64)

alariq, burada v soth {izoerindo gotiiriilmiis £ noqtesindo sotho

¢akilan xarici normaldir.
Hissa-hisss inteqrallamaqgla

IZG_PL rmlz dé = Ipzi rmlz cos(v, &)d:S +
Q,i ' ' '
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62
COS(Vaé:i)d§7g - I p 1 : )

Q, i= 1651

Ipza@

barabarliyini almaqla. €, oblastinda

nop?
Z T =V
i=1 r

—1 0¢;

oldugunu nazors alsaq, (6.5) baraborliyindon ¢ sifira yaxilasmagla

limita kegsak

jz ® 0 ar-[pL L ds+

nio 08 o0& rm? g ov o™
0 1
clim [p-2— L g
glil}) p@v ]"m72 57/5

°

yaza bilorik. Bunu (6.4) borabarliyinds nozors alsaq,

0 1
w = —lim — d 6.6
lim [ (&) der (6.6)
Ve
oldugunu alariq. Sferanin py, sothi tizerindo v xarici normali

radiusun oksins yonoldiyindon
o1
ov rm

a1
dr rm—2

-2

Ve r=¢& 2

olur vo buna gora do, (6.6) barabarliyindon

Aw = - lim ";m_lz [I[p(é) - pO)ldey, + P(x)fdﬂe} -

Ve Ve
=—(m=-2)| o | px)

alirg.
Bununla teorem isbat olur.
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87. Harnak teoremlari.

Teorem 7.1. Ogor Q obdastinda harmonik vo Q+ S qapal
oblastinda kasilmaz olan {u, (x)} funksiyalar ardicillig1 oblastin S

sorhaddindo miintozom yigilirsa, onda € oblastinin daxilindo do
miintozom y1g1lir.

Verilmis {u,(x)} funksiyalar ardicilliginin miintozom yigil-

mast o demokdir ki, avvaldon verilmis istoilon & > 0-a goro elo
N(g) nomrosi var ki, n > N(g&) sortini 6doyan n vo ixtiyari

natural p adadi liciin

|ty p(@) -, (S| <&, €8 (7.1)
boraborsizliyi &denir. Iki harmonik funksiyanin forqi olmagqla,
Upip(X)—u,(x) funksiyasida harmonikdir vo qapah Q+S

oblstinda kosilmazdir. Maksimum prinsirine gore belo funksiya
Oziinlin an boyiik vo an kigik giymetini S sorhoddi tizerinds alir,
buna gora do

max | ey, , ,(X) = u, (%) | < max | u,, (&) -, () |.
xeQ el

Bu barabarsizliyin sag torafi (7.1) barabarsizliyine gére &-dan
kicik oldugundan

| Upsp(X)—u,(x) [ <e, x€ Q
yaza bilorik ki, bu da {u,(x)} ardicilligmin Q  oblastinda
miintazom yigilmas1 demokdir. Ardicilligm har bir elementi qapal

Q oblastinda  kesilmoz oldugundan vo ardicillig miintazom
yigildigindan, bu ardicilligin limiti

u(x) = lim u,(x)

funksiyasi da qapali Q oblastinda kesilmaz funksiyadir.
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Teorem 7.2. Miintozom yigilan harmonik {u, (x)} funksiyalar
ardicilliginin limiti do harmonik funksiyadir.

Ixtiyari x € 2 noqtesi gotiirak vo markazi bu ndqtods olan

vo Sy sferasi ilo birlikdo tamamilo bu oblast daxilinds qalan Kp

kiirasini quraq. Hor bir u,, (x) funksiyas1 harmonik oldugundan, orta

qiymat teoremina gora

Bu boraboarlikdon 7 — oo gartilo limito kegsok

1

| oy | R™!

u(x) = ju(g)d§S R
Sk

yaoni limit funksiya orta qiymot xassasini 6dayir. Miintozom yigilan
ardicilligin limiti kimi u(x) hom do kesilmoz oldugundan, teorem

5.1-0 gbro u(x) funksiyasi harmonikdir.

VI FOSIL.

DIiRIiXLE VO NEYMAN MOSOLOLORI.

§1. Dirixle vo Neyman masalalarinin qoyulusu

Tutaq ki, gapalit S sothi E,, fozasi iki sonlu vo sonsuz

oblastlara ayirir. Bu oblastlara, uygun olaraq, daxili ve xarici
oblastlar, bu oblastlar iizro qoyulan sarhod mosalslorine iso daxili vo
xarici mosolalor deyacayik.

Prinsipal forqi olmadigindan biz bu maosololori daha timumi
elliptik tonliklor {igiin sdyloyok. Forz edok ki, xatti elliptik tonlik
verilmisdir
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u o’u
Zaij ) 0x:0x
l

i,j=1 :

j +im§bi(x)%”<x)u = Fe). (11)

Xatirladaq ki, agor ixtiyari x € Q0 noqtasi li¢lin

Q(x,&) = Y a;(x)EE;

i,j=1
kvadratik formasi miisbot miioyyondirse, yeni ixtiyari & = (&,
&,....&,) # 0 vektoru igiin Q(x,&) > 0 barabarsizliyi 6denirsa,

onda (1.1) tonliyina elliptik tonlik deyilir.
Daxili Dirixle masalosi: Daxili Q oblastinda (1.1) tonli-

yinin iki dofs kasilmoz téromslors malik els hallorini tapmali ki, bu
hallor gapali Q+.S oblastinda kesilmoz olmagla bu oblastin S
sarhaddinda verilmis ¢(x) kasilmaz funksiyasi ila iist-iisto diigsiin
u(x) =p(x), xeS. (1.2)
Daxili Neyman masalasi: Daxili Q oblastinda (1.1) ton-
liyinin iki dofo kosilmoz téromolora malik olan elo hallini tapmali ki,
bu holl gapali Q + S oblastinda kasilmoz téromolors malik olsun vo
S sathino ¢okilon v nomalinin oldugu noqtalords
m
Zaij(x)a—ucos(v,x ) =w(x) (1.3)
i Ox;
sorhad sortini 6dasin.
Biz (1.1) tonliyinin sads hali olan
Au = F(x) (1.4)
Puasson tonliyi tizorinds otrafli dayanacagiq. Bu halda (1.3) Neyman
sarti
ou(x)
ov

y(x) (1.5)

soklini alir.
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Analoji qayda ilo xarici Dirixle vo Neyman masalolori do
goyulur. Bu zaman daxili sorhod mosalolorindon forqli olaraq,
sonsuzluq otrafinda slava

c

|ux) | < —H = (1.6)

sorti talab olunur.

§2. Dirixle masalasinin hallinin yeganaliyi.

Teorem 2.1. Puasson tonliyi ligiin hom daxili, ham des xarici
Dirixle masolalorinin halli yeganadir.

Ovvalco daxili Dirixle mosolasinin  hoallinin  yegansliyini
gostorok. Isbat iigiin oksini forz edok. Tutaq ki, daxili Dirixle
masalosinin iki u;(x) vo u,(x) halleri var. Onda bu hallerin forqi
U(x) = uy(x) —u,(x) funksiyasi

Av =0
Laplas tonliyini vo

vg =0
sorhod sortini 0doyacok. Maksimum prinsipine gore, buradan
v(x) =0 vo y(x) = u,(x) alargq.

Indi xarici Dirixle mosolosinin hallinin yeganoaliyini gostorok.
Fozanin Olglisi m = 2 olduqda, konform inikas vasitasilo sonsuz
xarici oblast iiglin Dirixle mosolasini daxili Dirixle masalasing
kecirmok olar vo onun hallinin yeganaliyini gostormigik.

Forz edok ki, m > 3. Masoalonin iki miixtalif hoallori olsaydi,
hallorin har biri (1.6) sortini 6dadiyindon, onlarin farqi v funksiyasi
sonsuz Q oblastinda Av = 0 Laplas tonliyini 6domoklo,
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¢
lv|<

| x|
sortini do O0doyacok. Oblastin S sothi sonlu oldugundan, morkozi

koordinat baslangicinda olan elo R radiuslu Sp sferasi var ki, S

sothi bu sferanin ohato etdiyi kiiro daxilindo qalir. Bu sfera vo S

sothi arasinda qalan Qp oblastinda v(x) funksiyast1 harmonik

olamaqla, S sothi iizerindo sifirdir vo Sp sferasi iizorindo

v < sortini odayir. Ixtiyari & ododi qeyd edok vo R

radiusunu elo segak ki, ﬁ < & olsun. Onda alariq ki, sonlu

Qp oblastinda harmonik olan v funksiyasi sorhad {izorinds
istonilon &-dan kicikdir. Buradan, maksimum prisipino géro Qp
oblastinda v(x) funksiyasi |v(x)|<e& sortini Odoyir. & -nun

ixtiyariliyinden v(x) = 0 alarq.

83. Daxili Dirixle masalasinin halli.
Qrin funksiyasi.

Tutaq ki, Q sorhaddi S olan mohdud oblastdir. Bu oblastda
(1.4) Pusson tonliyinin (1.2) sorhad sortini 6doyan hallini quragq.
Ixtiyari hamar funksiyanin inteqral gdstorisi diisturunu

I ou 1 o 1
= : _ d.S —
) = 2 o] i(av Yy rmzj ¢

1 Au

m-2)[oy| ) rm2

dé (3.1)

108
yazaq.
Digor torofdon, oblastda hamar olan ixtiyari funksiyalar {i¢iin
u
ﬁgw uAg)dé = ﬁg———u S (3.2)
eyniliyi dogrudur.

Tutaq ki, Q oblastinda hom x vo hom do & doyisenlorineg
nazoron harmonik olan elo g(x,&) funksiyasi var ki, bu funksiya
oblastin S sorhoddi tizerindo

g,y = ——

rm

corex-g] (33)

sorhad sortini 6doyir. (3.2) eyniliyindo u olaraq (4.1) Pusson
tonliyinin hollini, g olaraq bu deyilon funksiyan1 gotiirsok,

ou og
Fd - d:S 3.4
J‘gg'[(mzév 81/)9& (34)
Q
borabarliyini alariq. Bu berabarliyin hor torafini !
(m-2)|o |
ifadasine vurub, (3.1) diisturundan ¢ixsaq
uW)—.ﬁﬂxﬁﬂW@dé J——ﬂdﬁd; (3.5)

alariq, burada

1
G(x,&) =
@5)(m_a|[ g(éﬂ

isars edilmigdir. Bu G(x, &) funksiyasini

G.&) = Br.&)———g(x.5)  (3.6)
m—-2)|o |

soklindo yaza bilorik. Bu ciir toyin olunmus G(x,&) funksiyasina
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Laplas operatoru ii¢iin Dirixle mosolasinin Qrin funksiyas1 deyilir.
Belolikla, (4.1) Pusson tonliyinin (1.2) sortini ddayan halli
varsa, bu hall Qrin funksiyasinin koémayilo

R e cwd)

Pp(&)d:S (3.7)
soklinda gostarilir.

Qrin funksiyasinin bazi xassolorini sdyloyok:
1°. Qrin funksiyasi x # & oldugda x vo & doyisonlorino nazoran
Laplas tonliyini 6dayir.

Bu toklifin isbati Laplas tonliyinin fundamental hsllinin
xassasindon vo g(x,&) funksiyasinin harmonikliyinden ¢ixir.
2°. Qrin funksiyast x € S vaya & e S oldugda sifirdr.

Bu (3.3) berabarliyinin noticosidir.
3°. Oblastin daxilindo Qrin funksiyas1 miisbatdir. Bunu isbat edok.
Tutaq ki, x oblastin ixtiyari daxili noqtesidir. Markazi bu ndqteds
olan vo tamamils oblast daxilinds yerloson & radiuslu kiire gotiirok.
Bu kiirenin sferasini Sy, bu kiireni ¢ixmagqla oblastin yerde qalan
hissosini Q ilo isaro edok. Qrin funksiyas1 Qg oblasti daxilinds
hamonik olmagla, oblastin S sothi tizorindo sifirdir vo Sy sferasi
lizorinds is9, kafi qadar kicik o i¢iin, miisbatdir. Onda maksimum
prinsipino goro Qs oblasti daxilinde do miisbot olmalidir. Kiirs

daxilinds iso G > 0 olmasi agkardir.
Qrin funksiyasmimn (3.6) ifadesindon goriindiyii kimi, onu
qurmagq ti¢lin oblastda x vo & doyisonlorine nozoron hamonik olan

vo sorhaddo (3.3) sortini Odoyon g(x,&) funksiyasini qurmaq
kifayotdir. Bozi konkret € oblastlar1 {iclin, belo g(x,<&)

funksiyasini askar sokildo qurmaq miimkiin olur. Biz bunu kiiro vo
yarimfoza iigiin gostaracayik.
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84. Kiirs iiciin Qrin funksiyasinin qurulmasi.

Forz edok ki, Q morkazi koordinat baslangicinda olan vahid
radiuslu kiiradir. Bu oblastda Dirixle masalasinin Qrin funksiyasini

quraq.
Bilavasito yoxlamaqla gostormok olar ki, v(x) har hansi

oblastda harmonik funksiyadirsa, onda

S u( oF j

funksiyasi da 6z toyin oblastinda harmonik funksiyadir.

Onda Laplas tonliyinin fundamental halli olan

1 1
E(x,¢) = . 4.1
&) = e e (1)
funksiyasi ils borabar,
1 2 1
v(x,§) = ———[x |7 -
(m-2)| o | X m-2
x|

funksiyasi da x vo ¢ doyisenlorine noazeran Laplas tonliyini

O6domoalidir.
Askar

x ‘:L
x| | x|

x
~——§|x‘
| x|

baraborliyinin kdmayi ilo
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1 1 X
N = . =E 5
T o ] e [|x| f'x'J
| x|

soklindo yaza bilorik. Qurulan bu v(x,&) funksiyast x va &

doyisenlorine nozeran vahid radiuslu kiire daxilinde harmonik
funksiyadir.
Gostorak ki, x vo ya & noqtoelorinden hor hansi biri vahid

radiuslu sfera sathi {izrinds oldugda

E(|x7|§ E |j - E(x,&) (4.2)

boraborliyi 6donir. Dorudan da, | x |=1 olduqda boraborlik agkardir.
|£|=1 oldugda iso

ol rmie] 32 mia) | -

m 2 172 m 1/2
{Z[x—’z—zxkfkﬂxﬁféﬂ ={1—2Zxkcfk+|x|2} ;
k=1

kX

3

1/2
(xf — 22,8, + f}g)} =

m 1/2
r=|x—§|{2<xk—§k>2} {
k=1

k=1
m 172
= @ x| -2 x4 +1}
k=1
oldugundan, (4.2) boraborliyi 7, = r boraborliyinin naticasidir.
Indi

G(x,&) = E(x,&) - E(%r: | x |] (4.3)
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soklindo funksiya diizoldok. Bu funksiya morkezi koordinat
baglangicinda olan vahid radiuslu kiira {i¢iin Dirixle mosalosinin
Qrin funksiyasidir. Bu halda yuxarida dediyimiz g(x,&) funksiyasi

agkar gokilds qurulur va
g(x,8)=(m-2)| o IE(| | fli

soklindadir.

Qurulmus (4.3) Qrin funksiyasinin komayi ilo vahid radiuslu
kiiro daxilindo Laplas tonliyi ii¢cliin qoyulmus Dirixle mosslosinin
halli {igiin

u(x) =~ [2- {E(x £)- E(| ||x|§ﬂ(p(§>dgsl (4.4)
Sy

diisturunu alariq.
Bu diisturun sag terafindaki inteqralalt1 ifadoni hesablayaq

i{E(x,é)—E(L,I x| (fﬂ -
v x|

! (i L o 1 J (4.5)

(m=2)|oy | v pm 2 oy 2

isara edilmisdir.

x
n=|lr—-lxlg
| x|

Qiiro sothi {izro xarici normal radius istigamstinde yonal-

burada r =|x - ¢& |,

diyinden vo | £ |=1 olduqda, cos(v,&,) = &, oldugundan,
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81/ rm > Z:l cos(v,ﬁk)z
- 2)2 O cos(v, &) =
Sk
== 2 Sk)or = (Zxkfk —1J

Eyni qayda ilo hesablamagqla

0 1 m-2 (<&
— = [Zxkfk—wJ
k=1

ov n i

alariq. Bunlar1 (4.5) vo (4.4) disturlarinda nazors alsaq, | £ |=1

olduqda r; = r borabarliyinin kdmayilo

2

p(&)ds, p=lx| (4.6)

diisturunu alariq. Bu diistura vahid radiuslu kiirs tgiin Pusson
diisturu deyilir.

Belaliklo, biz gostordik ki, u(x)e C? (El) funksiyasi kiirs
daxilindo harmonik vo kiironin sferasi iizorinde verilmis ¢@(x)
funksiyasina borabordirss, onda bu funksiya (4.6) Pusson diisturu ilo
gostarilir. Masolonin hallini sona ¢atdirmagq ti¢lin géstarmak lazimdir
ki, Puasson diisturu ilo gostorilon funksiya dogrudan da vahid
radiuslu kiiro daxilindo harmonik olmagqla, S sathi {izorindo sarhad
sortini 6dayir, yoni ixtiyari x, € S {i¢iin

lim u(x) = @(x) (4.7)
XX

borabarliyi 6donir.
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Pusson diisturu ilo ifado olunan funksiyanin harmonikliyini
gostormok {igiin Pusson niivasi adlanan
1- p2

rm

ifadesinin harmonikliyini gdostormok kifayotdir. Bunu iso bilavasito
yoxlamaqla gostormok olar.

Indi iso gostorok ki, vahid radiuslu kiiro daxilindo
gotliriilmiis istenilon x nodqtesi ticlin

2
L [ a8 = (4.8)

| o | r’™

boraborliyi 6denir. Dogrudan da u(x) =1 gotlirsak, bu funksiya

CZ(I?l) oldugundan onu (4.6) soklindo gostors bilordik, bu iso
(4.8) demokdir.

Pusson diisturu ilo gostorilon funksiyanin (4.7) sortini
O0dodiyini gostorok. Biz forz edocoyik ki, sorhoddo verilon ¢@(x)
funksiyasi kosilmoz funksiyadir.

Alinmis (4.8) barabarliyinin har terafini ¢(x,)-a vuraq vo
(4.6) disturundan ¢ixaq

1 1- p?
u(x) = plxg) = —— [—E—[p(&) - p(xo)d:S, . (4.9)

‘0_1‘ S rm

Sfera sothi lizro ¢@(x) funksiyasi kosilmoz oldugundan, ixtiyari
&> 0 tglin elo 0 > 0 ododi var ki, markazi x, noqtesinds olan &

radiuslu kiironin S| sferasindan ayirdigi [ hissosi tizro
£
| (&) = o(x) < PE gels.

Aydindir ki, £ € S| =[5 noqtalori iiglin | £ —x |> 0 bora-

barsizliyi 6donir.
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Sfera sothi iizrs inteqrali iki inteqrala ayiraq

m

u(x) - p(xg) = ——- [+

|61‘ Is r

[@(8) — p(x)1d:S; +

1 1= p?
* ' J. 2 [0(&) - p(x)]d:S) =) + .

m
|O-l | S —1s r

Bu inteqrallarin hor birini ayriliqda qiymsatlondirak. Birinci
inteqral ixtiyari x € K| ndqtasi ili¢lin

1 1-p?
|y | € —— [—L—10(&) - ol ;S <

‘Gl| Is rm

2 2
< £ Il p de]< € J’I p déslzg

_2|O'1\ r’™ 2|0'1\S r’™
1

Iy
boraborsizliyini 6doyir.
Ikinci inteqrali x-in x,-a kafi goder yaxin qiymatlori {igiin

qiymatlondirok. Forz edok ki, | x —x, [< i Onda agkar
2
)
r=lg-xl=[g—xg+xg—x|2[5=x0| ~[xg—x]| >

borabarsizliyinin komayilo

1-p* _(+p)i-p) _2""'(1-p)
rm - rm < 5m

borabarsizliyini yaza bilorik.
Sfera tiizorindo kasilmoz olan ¢@(x) funksiyasi miitlaq

qiymatco hor hanst M adadi ilo mohdud oldugundan
| (&) —p(xo) | < | (&) [ + | p(xp) | <2M .

116

. . o
Onda | x —x, | < /2 qiymatlori iigiin, r > > oldugundan

1 1- p?
[y | < — L p(&) - p(xo) | diS, <
|O-]‘ S, —1s r
17%
oM 2™ 2™ M -
M TN s, ZMOp)
1 o )

SR
Elo kafi qodor kigik A > 0 adadi gotiirak ki,
2™ Mh e
_— < —_—
5m

barabarsizliyini  6desin. Onda | x—x, < A qiymotlori iigiin
l-p=lxg|-lx|<|xg—x|<h va|d, |<% alariq. Beloaliklo,

|x —x(|< h oldugda

E ¢
ux)—e(xy) | <—+—=c¢
[ u(®) = p(xo) | <=+

alariq ki, bu da (4.7) demokdir. Bununla, (4.6) Pusson diisturunun
Dirixle masolasinin halli oldugu isbat olur.

Biz Puasson diisturunu vahid radiuslu kiire ii¢lin ¢ixardiq.
Indi |x|< R kiiresi daxilindo harmonik, gapali |x|< R kiiresi

daxilinds kasilmaz olan vo Sg :| x |= R sferasi ligiin

lim u(x)=p(x,), % €Sg
X=X

soritin 0doyan funksiyani quraq. Bu mogsadlo
yo X
R

avazlomasi edok. Onda
v(y) = u(Ry)
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funksiyas1 |y | <1 kiiresi daxilindes harmonik, |y|<1 qapal

kiirasinda kasilmaz va
lim v(y) = p(Ry,), |y |=1.
Y=Y

sortini 6doyon funksiya olacaq. Vahid radiuslu kiirs ii¢lin ¢ixarilmis
(4.6) Pusson diisturuna osason

o2
u(y) = . 'J.l L] p(RE)A:S,

m
‘O-l| S,

yaza bilorik, burada r = | y - & |.

Onda
ELS
1 2
u(x) = v[lj = : J L —-p(R&)d:S, =
R |O'1 | Sl 1_5
R

1 R>-p? _
= : -R"'p(R&)A,S), p=|x].
o1 | R im—Rﬁﬁ .

Axirincl inteqralda z = RE  ovozlomosi aparsaq, markozi

koordinat baglangicinda olan R radiuslu kiiro igiin Puasson
diisturunu aliriq

2_
u(x) = ! -IR p-go(z)dZSR, r=|x-z|.(4.10)
|01‘R SR rm

Bu diisturda ¢(x) =1 gotiirsak, ixtiyari x € Kp lgiin

2 2
! jR P _d.Sp =1 4.11)

|O-1|RSR rm

boraborliyi alinir.
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Cahsma. Gostorin ki, |x—x, | < R kiiresi liglin Puasson

diisturu
1 R~ |x—x,
uw=—— [ L a8, @12
‘01‘ ‘§_x0|:R |§—X|
soklindadir.

85. Yarimfaza ii¢iin Dirixle masalasi.

Tutaq ki, Q oblastt1 £, fozasimn x,, >0 yuxar1 yarimfoza-

sidir. Asagidaki kimi mesalo qoyaq. Yuxart x,, > 0 yarimfozasinda

Au=0 (5.1)
Laplas tonliyinin els hallini tapmali ki,
uly, o=@ %) (5.2)

sarhad sortini 6dasin.
Bu mosaloyo yuxar1 yarimfoza {i¢iin Dirixle masolasi deyilir.
Ovvalca farz edak ki, qoyulan masalanin halli, biitin x € Q

lclin | x | > o -da

M |ou|. M

lu(x) | < <
x® |oxg] |x e

(5.3)

sortlorini 6dayir, burada M vo a miisbat sabitlardir.
Gostormok olar ki, (5.3) sortlori daxilindo qoyulmus
masalonin halli (3.7) diisturunun kémayilo

1 0G(x, &)
B 0,

P(&pse s bp)dE - dE, o (5.4)
Ep =0

soklinds ifado olunur, burada G(x,&) (5.1), (5.2) masalasinin Qrin
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funksiyasidir. Bu funksiyan1 quraq. Bunun ii¢iin Qrin funksiyasinin
(3.6) ifadasindon goriindiiyii kimi, elo g(x,&) funksiyasi qurmaq

kifayotdir ki, bu funksiya x vo & doyisenlorino nozoron yuxari
yarimfozada harmonik olmaqgla, x,, =0 vo ya &, =0 olduqda
(3.3) sortini ddasin.

Tutaq ki, x=(x,%5,...,%,,) Vvo &=(5,&,..,¢0)
yuxart yarimfozanin noqtsloridir. Yarimfozanin sorhaddi &, =0
miistovising nozoron & noqtoesilo simmetrik olan &' = (&,,&,,...,
—-£,,) noqtesine baxaq vo r=|x—-¢&|, n=|x—¢&"| isarolori
gobul edok. Aydindir ki,

g(x, &) =—1

r]m—2

funksiyasi gostorilon sortlori 6doyon funksiyadir.
Belalikls, yuxari yarimfaza ti¢iin Qrin funksiyasi

G(x,&) = B(x,&) ~—— L E.6)-Ex.&) (55)

(m=2)|oy| "

soklinda olacagq.
Indi (5.4) diisturunun kémoyilo Dirixle mosalosinin hallini
yazaq. Bu zaman alinan

oG, 1 { o 1 8 1 }:
0w  (m=2)|oy| [0&, ™ 0&, n"?

| o | r’™ "

1 |:xm_§m+xm+§mi|
miinasibatinden, &,, = 0 olduqda r = r; oldugundan,
0G(x,¢) 2x

S go—0 o™

alarig. Bunu (5.4) diisturunda nozars alsaq, yarimfaza {igiin Dirixle

m
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moasalasinin hallini

2x,,

uy = 2o [ Herobn) geag,  (56)
Sm=0

r

m~1
soklindo yaza bilorik, burada r? = kEjl(xk - fk)z + x,zn .

Bu alian diistura yarimfoza ii¢lin Puasson diisturu deyilir.

Gostarmak olar ki, (5.2) sortindo verilon ¢@(x,...,%,,_;)

funksiyasi kosilmoz olmaq borabar, hom do

M
| (X1, X)) | , p=lx|, M>0,a>0

a

sortini 6dayirsa, onda (5.6) inteqrali miintozom y1gilir, onun naticasi

x,, >0 yarimfozasinda harmonik funksiyadir, (5.3) sortini va
lim u(x)zw(ylnyZV--aym—l)a Xm >0, ym:O
x>y

sorhad sortini ddoyir.
86. Liuvill teoremi.

Teorem 6.1. Biitiin fozada harmonik olan u(x) funksiyasi

asagidan vo ya yuxaridan mohduddursa, onda eynilik kimi sabitdir.
Tutaq ki, u(x) biitiin fozada harmonik olmaqla, yuxaridan

mohduddur u(x) < M . Onda — u(x) funksiyasi harmonik olmagqla,
asagidan mohdud olacaq — wu(x)>-M. Ona goéra do yalniz
asagidan mohdud olan hala baxmaq kifayotdir: w(x)> M . Yeni
u(x)— M funksiyasi ixtiyari sonlu oblastda harmonik olmagqla,
moanfi deyil. Belalikls, teoremi u(x) > 0 olan funksiyalar ii¢iin isbat

etmok kifayatdir.
Ixtiyari x ndqtosi gotiirok vo morkozi koordinat baslan-

gicinda olan elo R radiuslu Kp kiiresi quraq ki, x ndqtesi bu
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kiiranin daxilinds galsin. Kiiranin sferasint Sp -1o isars etsok,

1 R2 _p2
u(x) = : wé)dsSg, p=|x|
| oy | S'[ Rr™ :
R
Puasson diisturunu yaza bilorik.
Orta giymat teoremina gora

1

u(0) = ———
|oy | R™!

Sp
Ugbucaq berabarsizliyino osason R—p<r<R+p ol-

dugundan, u(x) > 0 borabarsizliyinin komayila

R+ 1 R+ p)R™?
u(x) < L —— [w&)dSp = %u(O),
R(R~p) Lol g, (R-p)
R- 1 R- p)R™?
u(x) > £ —— [w(&)d:Sp = %u(O)
R(R + p) ol g, (R + p)
barabarsizliklorini aliriq ki, bunlar da
_ m-2 _ m-2
BE=p)E" " 0y <u@) < B=PE" " )

(R+p)" (BR-p)""
demoakdir. Bu beraborsizlik miisbot u(x) harmonik funksiyasinin

ixtiyari noqtodoki qiymsetini, onun koordinat baslangicindaki
giymetilo giymotlondirir. Bu boraborsizliyo Harnak borabarsizliyi
deyilir. Bu barabarsizlikdo R — oo limita kegsok,

u(0) < u(x) < u(0)
alariq. Bu da u(x) = C demokdir.

§7. Kiirs iiciin xarici Dirixle masaloasi.

Morkazi koordinat baglangicinda yerloson R radiuslu
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kiironin xaricinde harmonik olan elo wu(x) funksiyast quraq ki, bu
funksiya kiirenin Sp sferasi tizorinds
ulg, =) (7.1)

sarhad sortini 6dasin.
Gostorok ki, ¢(x) kosilmoz funksiya oldugda, bu mosalonin

halli

2 p2
uw)=—— [ L pords, (72

m

diisturu ils verilir, burada r = |x =& |, p =] x |.
Verilmis funksiyanin Laplas tonliyini ©6dediyini bilavasito
yoxlamagla gostormok olar. Kafi qodor boyik |x |-lor iiglin

funksiyanin  xassesini  Oyronok. Tutaq ki, o >2R. Onda

r>p-R> % p oldugundan, (7.2) boraborliyi ilo ifado olunan

funksiya li¢iin

2 R2
)| < —— [ £—" 1 p(¢) | d;Sp <
| o] ‘ Sg
1 2m C
<— 1) d:Sg = (7.3)
pm—2 ‘Gl | R S,L EPR m-2

borabarsizliyini alariq. Demoali, wu(x) xarici oblastda harmonik

funksiyadir.
Bu funksiyanin (7.1) sortini 6dadiyini, yani ixtiyari x, € Sp
tglin
lim u(x) = p(x) (7.4)
xX—>X0

oldugunu gostorok. Bu mogsadle x noqtasilo S sferasina nozoran
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simmetrik olan x' ndqtesine baxaq. Verilmis x noqtesilo Sp

sferasina nazoran simmetrik olan x' ndqtesi, elo noqtays deyilir ki,
bu noqte x noqtesilo morkozdon ¢ixan eyni slia  {izorindo

yerlosmaklo, bu ndqtelorin morkozden olan mosafosinin hasili R?-na
barabordir

|x || x"|= R>. (7.5)

Aydindir ki, x noqtesi R radiuslu kuronin xaricindadirsa,
onunla simmetrik olan ndqts kiironin daxilinde olacaq. Asanligla

gostora bilorik ki, x = (x;,%,,...,%,,) vo X' = (X[,%5,...,%X,,)
noqtolorinin  koordinatlart  arasinda  x}, = Lx r, kR=1lm,

o' =|x"| minasibatlori dogrudur. Sfera iizorindo gotiiriilmiis
ixtiyari & = (&],&,,...,&,,) nogtesi tgiin | £ |= R oldugunu yada
salag. Onda, (7.5)-in komayi ilo

mm 1/2 m , o 1/2
n=lx—¢|= Z(x;g—fk)z} {z(%xk—fk” =

1/2
R m m m R
PR S e
P k=1 k=1 k=1 P

boraborliyini alarig.
Buradan
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_R 1
p o7

(7.6)

1
r

oldugunu yaza bilarik. Indi x ndqtosi kiironin xaricinds oldugda

2 p2
gL £ K s,
|O-1| SR er

inteqralini hesablayaq. Yuxaridaki (7.5) vo (7.6) boraborliklorino
osason

J=—. -
|O'1| Sp er

RY"? 1 R - p?
) (_j o [T d:Sp
p oy | S, B

2 p2 m
1 p_—R (EJ d:Sp =
e,

alariq. Yada salaq ki, burada x € Kp, np =|x'=&|, p' =|x"].
Belo inteqrali iso biz yuxarida (4.11) diisturu ilo hesablamigdiq.
Beloliklo, kiironin xaricindo olan ixtiyari x ndqtasi ii¢iin

1 2 _R? R\’
[ £="—d:Sn = (—j (7.7)
‘ o] ‘ Sp Rr P

boraborliyini almis olariq. Bu baoraborliyin hor torofini ¢(x)-a
vuraq va (7.2) diisturundan ¢ixaq, naticado
2 2

m-2
u(x)—[ﬁj plag) = —— - [ L=
el

| oy | Sp Rr™

[9() = p(x0)d:Sp

alariq.
Daxili Dirixle mosolasinds oldugu kimi harakot etmoklo

m—2
lim [u(x) - [EJ o(xg )] =0
XX Y2



125

barabarliyini isbat edarik.

R m-2 R m-2
(2] sttt 1-{2)
P P

barabarsizliyinds, x — x(-da sag torofdoki hor iki toplanan sifra

Sonra 182

| u(x) = p(xg) | < +(xg) || 1-

yaxinlagdigindan (7.4) barabarliyini alariq.
Paragrafin sonunda harmonik funksiyanin téromolorinin
sonsuzluq otrafinda xassosine nozor salaq. Gostordiyimiz kimi, R

radiuslu sferanin xaricinds harmonik funksiya

p’ - R*
u(x) = w - j U9 Sy

diisturu ils isars olunur. Bu funksiyanin téromolorini hesablayaq vo
bunlar1 giymatlondirmak

ou | 1 _[ PP -R?
6xk| 01| R ¢ |8xk rm
1
Kafi qadar boyiik | x | -lor liglin r > 5 p oldugundan

IE [pz—RzJ _
|8xk r‘m

2|x mp* | xp, —
2%l mp” xR =il _

rm rm+1 r

|w(&)|d:Sg, k=12,..,m.(7.8)

|2xk _m(pz_Rz)'xk_§k|<

rm rm+1 r

m m+1 a m-1

p p p
Bunu (7.8)-do nozors alsaq, harmonik funksiyanin toromo-

lori li¢ilin

Ou | o
axk a

L k=12,...,m (7.9)

qiymatlondirilmslarini alariq, burada

2™ (m 1)

. d:-Sr .
o F SjR|u<f)| Sk

88. Neyman masalosi iiciin yeganalik teoremi.

Ovvalca (1.4), (1.5) daxili Neyman mosolasinin hallinin
yeganaliyini 0yronak. Aydindir ki, u(x) funksiyasi bu masalonin

hollidirsa, onda ixtiyari C sabiti ti¢iin u(x)+ C funksiyas: da bu

mosalonin hollidir. Ona goro do daxili Neyman mosalosinin hollinin
miioyyan sabit toplanan daqiqliyi ilo yegansliyindon sdhbot gedo
biler.

Teorem 8.1. Daxili Neyman mosolosinin hollori sabit
toplananla forqlanirlor.

Tutaq ki, masalonin iki ©;(x) va u,(x) halleri var. Onda

onlarin forqi olan v(x) = u,(x) —v,(x) funksiyasi

Av =0 (8.1)
tonliyini vo

SR (8.2)

ov S

sorhad sortini 6dayir. Teoremi isbat etmok {i¢iin gostormok kifayotdir
ki, v(x) = const.

Ixtiyari v(x) € C ZQ)NCclQ) funksiyasi ti¢iin dogru olan
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m 2
J‘I:UAU+Z(ﬁJ ]dx = J‘Us_:)/d‘fs (8.3)
4 S

0 i=1 8xi

eyniliyinds, v(x) olaraq (8.1), (8.2) masalasinin hallini gotiirsok

Ii(ijzdx =0
k=1 6xi

alariq. Buradan v(x) = C alinar.

Teorem 8.2. Fozanin 6l¢iisii m > 3 oldugda xarici Neyman
mosalasinin halli yeganadir.
Oksini forz edok. Forz edok ki, u;(x) vo u,(x) funksiyalar

xarici Neyman mosslasinin  holloridir. Onda onlarn  forqi

v(x) = u;(x) — u,(x) sonsuz oblastda harmonik olmaqla

ov

—_—1 =0
aVS

sorhad sortini 6dayir. Markazi koordinat baslangicinda olan elo kafi

godor boyiik R radiuslu Sy sferasi ¢okok ki, S sothi tamamilo bu
sferanin daxilinde qalsin. Bu Sy vo S sothleri ilo ohato olunmus
oblasti Qp-lo isaro edok. Ixtiyari v(x)e e C*(QNCHQ) iigiin
dogru olan (8.3) diisturunu Qp oblastina tatbiq etsok

m ( ap \ ov ov
VAU + dx=|lv—d:S+ | v—d;:S
flosor S e [oas [ oltasy

Op ox k

alariq. Bu boraborlikde v(x) olaraq xarici Neyman masalasinin

hallori forqini gotiirsak,
3

Av =0,
ov

=0
S

oldugundan
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2o Y ov
jz( de=SijEdgysR

alarig. Qeyri-mohdud oblastda harmonik olan funksiyanin vo onun

toromoalorinin sonsuzluqda xassolorini ifado edon (7.3) vo (7.9)
borabarsizliklorinin kdmayi ilo

5, OV S R™"
c.c . C-Clo |
- R2m713 oy [-R™ = Rinfz 1 (8.5)

qiymotlondirmasini alariq. Ixtiyari ¢ > 0 qeyd edok vo R radiusunu
C-C-|o |
m

elo segak ki, -

< & boraborsizliyi 6donsin. Onda bu sorti

Odoyon R -lar {igiin

I i( v szx<g
QRk=1 axk

borabarsizliyini alariq. Buradan

ov
8xk

bu iso o demokdir ki, v(x) = C. Lakin v(x) harmonik funksiya
olmaqla, sonsuzluqda sifra yaxinlasdigindan, v(x)=0 alargq.

Bununla yeganalik teoremi isbat olur.

Qeyd 8.1. Fozanmn Olglisi m =2 olduqda xarici Neyman
masalasinin hallari sabit toplananla forqlons bilarlar.

Qeyd 8.2. Daxili (1.4),(1.5) Neyman masalasinin imumiyyatla

holli olmaya ola biler. Dogrudan da u(x) e C*(Q)N NCY(Q)
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funksiyalari tigiin dogru olan

IAudx = I—d§

diisturundan goriiniir ki, goyulmus Neyman masalasinin halli olmasi
iiclin, tonliyin sag torofi vo sorhad funksiyast

dex = j;o(g)dés (8.6)
Q S

sorti 6domalidirlar. Bu sort (1.4), (1.5) Neyman masalasinin hallinin
olmasi ti¢iin zoruri gortdir.

VII FOSIL.

POTENSIALLAR NOZORIiYYOSI.

81. Lyapunov sathlori.

Potensiallar nozeriyyosinin gorhi iiglin miithiim shomiyyat
kasb edon Lyapunov sathlori ils tanis olaq.

Tutaq ki, m Ol¢iili fazada hor hanst S sothi verilmisdir.
Forz edak ki, bu sathin hor noqtasinds satha ¢okilon normal var. Soth

iizorinde gotiiriilmiis x, ndqtesinds lokal koordinat sistemi, els
&1,85,...,6,, dekart koordinat sistemino deyilir ki, bu koordinat
sisteminin baslangici x, noqtesinds yerlosmoklo, &, oxu homin
noqtade sotha ¢okilon normal istigametinds, qalan &,&,,...,&,,

oxlar1 iso bir-biri ilo ortoqonal olmaq sortilo, sotho ¢okilon toxunan
miistovi tizorinds yerlasirlor.

Ogor verilmis S sothi asagidaki sortlori 6doyirsa:
1°.Sothin ixtiyari x ndqtesi tig¢iin, moarkozi bu noqtods olan elo d

130

radiuslu y, sferasi var ki, bu sferanin S sothindon ayirdigi S,

sath hissasinin tonliyi, bu noqtadaki lokal koordinat sistemindo
ém:f(éﬂ)’ 6'2(517629"'7§m—1) (1.1)
soklindo gostarils biler.
2°Elo H >0 va 0<a <1 sabitlori var ki, iki ixtiyari &,7 € S,
noqtalori vo toxunan miistovi tiizerindo yerloson ixtiyari ¢
istigamati ti¢lin

al2

2 8f(’7)|<H{Z(§ - ) } (1:2)

baraborsizliyi 6donir, onda S sothino Lyapunov sathi deyilir.

Bu terifdoki y, sferasmna Lyapunov sferasi, d-yo iso Lya-

punov radiusu deyilir. Aydindir ki, d Lyapunov radiusudursa,

ixtiyari d; < d do Lyapunov radiusudur.

Ixtiyari & = (&,&,,...,&,) € S, ndqtosi gotiirok vo
m—1
=28k, r=p g,
k=1

isaralori qobul edok. (1.2) borabarsizliyindo #7n=x gotiirsak,

f(x,0), af( %) =0 oldugundan, bu funksiyasinin téromaloari ti¢iin
1.3
a ” Hp* (1.3)
vo hom do
‘aa—f <HM, k=12,..m-1 (1.4)

barabarsizliklorini alariq.
Ixtiyari (&,&,,) € S, ndqtesi iigiin &,, = f(£") komiyyatini

giymatlondirok. Bunun tdgiin &' vo x noqtolorini birlogdiran
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pargasinin cari noqtesini 7' = (7;,...,7,,_;) Vo p' =|x—n'| isars
edok. Onda f(0,...,0) = 0 boarabarliyinin vo (1.3) barabarsizliyinin

komayilo

£ of p
=17 =|[Lap|< ]| 5 ‘
0 0
P
SHIp'“dp’ch““, c= H (1.5)
a+1
v nohayat
1 a H
& | =1 FEY [ <er®™, c= (1.5)
I+«

borabarsizliklorini alariq.
Verilmis S sothino x vo & noqtolerinds ¢okilon normal-

lar;, uygun olaraq, n vo v ilo isaro edok. Tutaq ki, £ €S, vo
r=|x—¢|.Onda
Sm

cos(n,r) = cos(&,,,r) = ——
r

oldugundan, (1.54) barabarsizliyini nozars alsaq
| cos(n,r) | < Cr? (1.6)
borabarsizliyini vo buradan da x vo ¢ ndqtelerinin yerini
doyismaklo
| cos(v,r) | < Cr” (1.7)
barabarsizliyini alariq.
Isbat olunur ki, S qapali Lyapunov sathidirse, onda elo C

sabiti var ki, ixtiyari x € E,, lglin
J' 0

ovr
borabarsizliyi 6denir. Biz bu fakti isbatsiz veracoyik. Onun isbatini

—ld.s<cC, (1.8)
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adobiyyatda tapmaq olar”
Yonoldici kosinuslarin
of
oSy,

cos(v,&,) =+

oF VP
\/1+ kzl(afk ]

ifadasindon, (1.4) barabarsizliklorinin komayilo
|cos(v,&) | < Hr*, k=12,....m—1 (1.9)

alariq.

82. ikiqat lay potensiahnin diiz qiymoti.

Tutaq ki, S qapali Lyapunov sathi va z(&) bu sath iizo-
rinds kasilmoz funksiyadir. Sixlig1 g (&) olan

@) = [ )5
S

S, r=|x-¢| (2.1)

ikigat lay potensialinin S sothi ilo ortaq ndqtesi olmayan ixtiyari
oblastda harmonik funksiya oldugunu demisdik. S sathi tizorindo
iso inteqralaltt funksiyanin x =& ndqtesindo moxsusiyyati var.
Bununla belo, gostoracoyik ki, x €S oldugda da ikigat lay
potensialinin miioyyon qiymoti var vo x noqtesi S sothi tizorindo
doyisdikda bu qiymet kesilmoz doyisir. Ikiqat lay potensialinin bu
clir toyin olunmusg qiymoting, onun diiz qiymoti deyilir vo onu

u; (x) soklinde isars edacoyik.

Ovvalca x € S olduqda (2.1) integralinin yigilanligini gos-
torak.

Y 6ax [ ]
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Istiqgamoto gora téromoni hesablayaq.
o 1 L o 1
- ——cos(1,&;) =
2 k= 18513 e

ia— costv) =~ 22 37 S o ) -
71 0% re k= T

ov rm-

-2 i cos(r, &y, ) cos(v, &y, ) = = mm—_12 cos(v,T).
r

Beloliklo,

cos(v,r) (2.2)

oldugunu aliriq.

Sixliq (&) kompakt S ¢oxlugunda kesilmoz oldugundan,
hom do mohduddur |4(&)| <M. Onda (1.7) vo (2.2) mina-

sibatlorinin komayilos

(m—-2)|cos(r,v) |
m—1

o 1 1
ﬂ1(x)5rm—_2‘ <l <CM(m-2) i

borabarsizliyini aliriq ki, bu da (2.1) inteqralinin yigilanligini
gostorir. Ikiqat lay potensialinin x € S olduqda kesilmozliyi iso zoif
moxsusiyyatli inteqral operatorun kosilmoz funksiyani kosilmoz
funksiyaya kecirmasi xassoasindan ¢ixir.

83. Qauss inteqral.

Sixlig1 eynilik kimi vahid olan ikiqat lay potensialina
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0 1
S

Qauss inteqral1 deyilir.
Ogor S gapali Lyapunov sathidirss, onda Qauss inteqrali
ii¢lin asagidaki diistur dogrudur:

—(m-2)| oy |, x HIOITAcW - HAAXUNMUHAAYrA2

wy(x)=10, X Horracb -uixapvbnHmgmayraoa (3.2)
-2
_(TTL—M’ xel onﬂyrﬂa
burada, | oy | — yuxarida dediyimiz kimi, m 0l¢iili fozada vahid
radiuslu sferanin sothidir.
Ovvalca birinci hala baxaq. Tutaq ki, x noqtesi S sothinin
daxilindadir. Moarkazi bu ndqtads olan vo tamamils S sathinin ohats

etdiyi oblastda yerloson & radiuslu S, sferasi gotiirok. Aydindir ki,

sorhaddi S U S, olan oblast daxilinds funksiyast harmonik

funksiyadir. Onda moalum oldugu kimi

aldgVSJ.

aVrm 2

L4, -

Gvr

barabarliyi dogrudur.
Sfera sothi {izro xarici normal radiusun oksino yénaldiyindan

o 1 d 1
Y _ 1 48 =—|Z 2) | = =d:S,; =
sjav Fm=2 ¢Me K dr pm- 2 =(m- ).[ 4

-2 -2 _
= Idgs.s:’:m_l oy | €™ 1=(m—2)|zm

aliriq ki, bununla (3.2) diisturlarindan birincisi isbat olur.

Indi tutaq ki, x noqtesi S sothinin ohato etdiyi oblastin
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.. v e ’ . 1
funksiyas: S -in ohato etdiyi oblastda Kafi goder kigik ¢ tgiin C sothi yarimsferaya yaxmdir )va

re buna gora do axirinci barabarlikdon
harmonik funksiyadir vo buna gors do

xaricindadir. Onda

o 1 wol@) = —lim M2 11" (m=2] ]
d:S=0. ‘ 0 g 2 2

m-2
S aV r

Nohayet, tutaq ki, x €S. Lyapunov radiusundan kicik alariq. Bununla (3.2) diisturunun {iglinciisii isbat olur.

ixtiyari € >0 ododi gotiirok vo morkozi x ndqtesindo olan &

radiuslu C, sferasimi ¢okok. Bu sferanin S sothinin shats etdiyi

oblast daxilindo qalan hissesini C,-la, S sothinin sferanin xaricindo
o . .1
galan hissesini S -la isaro edok. Aydindir ki, — 5 = |x - & |
r

funksiyas1 S} U C}, sothilo ohato olunmus oblast daxilinde harmonik
funksiyadir vo buna gore do
o 1 , o 1 ,
I ———d:S; + I G—decg =0.

ov pm-2 v -
S: r . r

Buradan & — 0 sgortilo limits kegsok, birinci toplanan Qauss
inteqralin1 verdiyinden

1
rm—2

. 0 '
wo(x)z—glirz) I o d:C,
C;

alariq. Sag torofdoki inteqralda normal radiusun oksino yonol-
diyindon

1
wo(x) = lim [-% :
&—0 Cr d]" rm 2

&

d:C, =

. -2 . -2 .
=—lim m—d;C(’9 = — lim 2 lim J.dgC;
g%OC,rm_l £—0 gm_lgﬁoc

Y By dakTbiH asarur ncbatel saabuniatga sap.
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84. ikiqat lay potensialinin limit qiymatlori.

Qauss inteqralimin misalinda gordiik ki, ikiqat lay potensiali
fozada imumiyyatlo kosilon funksiyadir. Bels ki, gapali S sathinin
ohato etdiyi oblastin daxilinds olan x -lar {igiin Qauss inteqralinin bir
sabit giymaoti, oblastin xaricindo olan noqtolor iiclin bagqa sabit
giymoti, nohayat noqte S sothi iizerinds olduqda iss iigiincii sabit
giymoti var. Biz gostorocoyik ki, x noqtesi S sothi iizorindos
gotiiriilmiis x, noqtesine daxilden ve xaricden yaxinlagdiqda ikiqat
lay potensialinin limit giymstlori var vo bu qiymstlor ikiqat lay
potensialinin x, ndqtesindoki diiz qiymstilo miioyyon miinasibotlo
baghdirlar.

ovvalca, sonra istifado edocoyimiz bir lemma isbat edok.

Lemma 4.1. Tutaq ki, S qapali Lyapunov sothi, u(&) iso
bu soth iizerindo verilmis kosilmoz funksiyadir. Onda u(x)
funksiyasinin sifra gevrildiyi noqtelorde w(x) ikiqat lay potensiali

kasilmoz funksiyadir.
Forz edak ki, x5 € S vo u(x,) = 0. Bu ndqtads

1
rm—2

0
w(x) = [ &) =———d:S

ov

S

funksiyasinin kosilmozliyini gostorok. Morkozi x, nodqtesindo vo
radiusu Lyapunov kiiresinin radiusundan kigik olan & radiuslu sfera
¢okok. Bu sferanin S sothindon ayirdigi daxili hissoni S;, xarici
hissoni iso S, ilo isars edok. Buna uygun olaraq w(x) inteqrali iki

hissoyo ayrilir

0 1 .
w;(x)= ——d.S, i=12.
(x) Sj &) ds

Inteqrallarm x, ndqtesindoki diiz qiymotlorini w;(x,) isars
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edak va bels farqo baxaq
| w(x) —w(xg) | = | w;(x) +w, (x) — Wy (x) — w5 (%) | <
<[y (2) |+ |wy () |+ | w3 (%) = W, (%) - (4.1)

Sag torofdoki toplananlari qiymetlondirok. ixtiyari kafi qodor
kicik £ >0 qeyd edok vo & radiusunu elo segok ki, S; sothinin

| & —x( | <O sortini 6doyen noqtalari ligiin

m<§>|<%

barabarsizliyi 6donsin, burada C sabiti (1.8) barabarsizliyini 6doyan
sabitdir. Aydindir ki, u(xy)=0 vo (&) kesilmoz oldugundan,

bels se¢im miimkiindiir. Onda

1
[w; (%) | J‘ | 1(S)| ‘%r’"—_z deS) <
Sy
£ o 1 £
<—.||=——d:S== 4.2
3C:|;6vr’"2 3 *2)
Eyni qayda ils
—_— &
| wy(x9) | < 3 (4.3)

alariq. Gotiirdilylimiiz 6 radiusunu qeyd edok. Askardir ki,
o .. P
|x—xq]| < > sortini 6doyon x noqtalori vo ixtiyari & € S, lgiin

o
relx-gl=lx—xg+x —g| 2 X [—x—xp [>—

oldugundan w,(x) inteqralinda inteqralalti funksiya kesilmozdir vo

buna gore do, elo 77 > 0 adodi var ki, | x —x, | <7 olduqda
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| 10, (x) - wy (%) | < % (4.4)

olur. Belaliklo, alirik ki, |x —x, | < min(%,n) sartini 6doyon x -

lor {igiin (4.2), (4.3), (4.4) borabarsizliklori 6donir. Bunlar1 (4.1)-do
nazara alsaq

| w(x) —w(xg) | <&
alariq ki, bu da w(x) funksiyasmnin x, ndqtesindo kosilmozliyi
demokdir.

Indi ikiqat lay potensialmin limit giymotlorina baxaq. Tutaq
ki, S qapali Lyapunov sothi fozani iki hissoys ayirir. Bu hissolordon
sonlusuna daxili, sonsuzuna iso xarici oblast deyok vo bu oblastlari
uygun olaraq Q; vo Q, ilo isaro edok. Ixtiyari x, € S noqtosi
gotiirok. Tkiqat lay potensialmin

1
rm—Z

0
w(x) = [ p(&)————d.S (4.5)
ov
S
bu ndqtadoki daxili ve xarici limit qiymotlorini w;(x,) vo w,(xy)
ilo isara edok
wi(xO) = lim LU(.')C),
X—>X0
eri

we(xo) = lim w(x).
xeﬂg

Ikigat lay potensialinin limit qiymeotlori iigiin asagidaki
teorem dogrudur.

Teorem 4.1. Ogor S qapali Lyapunov sathi, sixliq funksiya
u(&) iso kosilmoz funksiyadirsa, onda (4.5) ikiqat lay potensialinin

limit qiymeotlori tiglin
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w; (o) = —W'ﬂ(%)ﬂLw(?‘o),
5 (4.6)
w, (%) :wﬂumwm)

diisturlar1 dogrudur, burada w(x() ikiqat lay potensialinin x,
noqtesindaki diiz qiymatidir.
Isbat {igiin (4.5) inteqralin1
w(x) = wy(x) + p(xg)wy(x) (4.7)
soklinda yazaq, burada

0 1
wy(x) = | ———=-d:S
=5,

Qauss inteqrali,

1
rm—2

0/) = [(U@) - wxl - deS (48)
5 1%
iso sixlig1 x, noqtesinds sifra cevrilon ikiqat lay potensialidir.
Yuxaridaki lemmaya osason, w(x) funksiyasi x, nog-
tosindo kosilmoz funksiyadir, yoni onun xaricdon, daxildon limit
qiymatlori vo bu ndqtadaki diiz qiymati bir-birins barabordir
1y (x9) = Wi (x9) = wy (%) (4.9)
Qauss inteqrali {iglin isbat etdiyimiz (3.2) diisturuna asason
wo; (x9) =—(m —=2)-| oy |,
Woe(x9) =0, (4.10)
_(m-2|]
2
oldugunu yaza bilarik. Digar torofdon (4.7) barabarliyinden

wo(xg) =



141
w;(xg) = wy;(xg) + p(x)we; (x¢)

W, (x0) =Wy (x) + (X)W, (),

w(xg) = w;(xg) + w(xg)we(xg)

diisturunu yazariq. Axirinci diisturlarin {igiinciisiinii birincidon, sonra
iso ikincisindon ¢ixsaq vo bu zaman (4.9), (4.10) boraborliklorini
nozars alsaq

m-2)|q|
2
(m-2)| o |

W, (xg) —w(xg) = f‘ﬂ(xo)

H(xg),

w; (xg) —w(xg) =

diisturlarini alariq ki, bu da (4.6) disturlart demokdir. Teorem isbat
olur.

Isbat etdiyimiz (4.6) diisturlarindan, bilavasite, ikiqat lay
potensialinin sixlig1 ilo onun limit qiymatlori arasinda miinasibat ala
bilorik

W, (%) —w;(xg) =(m—2) | oy | -u(xg) - (4.11)

Qeyd 4.1. Gostormak olar ki, soth qapali Lyapunov sathi,
sixliq iso kosilmoz funksiyadirsa, onda ikiqat lay potensiali 6z limit
qiymatlorin miintezom yigilir.

85. Sads lay potensialinin normal téromasi.

Tutaq ki, S gapali Lyapunov sothi, (&) iso bu soth

iizorinds verilmis kosilmaz funksiyadir.

1

’,_m—Z

V(@) = [ u(&)—5d:S
S
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soklinda toyin olunmus inteqrala sads lay potensiali demisdik.
Fozada gotiiriilmiis ixtiyari x noqtesi iiclin bu nodqtodon

kegon vo S sothino ¢okilmis xarici normali n ilo isaro edok.

Aydindir ki, x noqtesi S sothi iizorindo deyilso, onda sado lay

potensialinin n istiqgamati {izra toromasi var v bu téramo

oV(x) o1
P— iﬂ(é) o deS

rm—2

diisturu ilo hesablanacaq. Ciinki bu halda r=|x-&|>0

oldugundan inteqralaltinda parametro goro téromo almaq olar.
Yuxarida ¢ixardigimiz (2.2) diisturuna analoji olaraq

0 1 m-—2
p— = = cos(r,n) (5.1)

almaq olar. Belolikls, x noqtasi S sothi lizerindo olmadiqda, bu

noqtodon kegon normal iizro sado lay potensialinin téromosi iigiin
oVix cos(r,n
V) _ (m_z)'[ﬂ(x)(—_l)dés (5.2)
on 5 r’m

diisturunu alirq.
Indi gostorak ki, u(&) sothi iizorinde mohdud comlonon

funksiyadirsa, x noqtasi S sothi iizorinds oldugqda da (5.2) inteqralt
yigilandir. Forz edok ki, | (&) | < M .

Morkazi x néqtesinde olan Lyapunov sferasini quraq vo S
sothinin bu sfera daxilindo qalan hissosini S’(x)-lo isars edak.
Aydindir ki, (5.2) inteqralinin yigilanligin1 gostormok tigiin S'(x)
iizro inteqralin yigilanligimi gostormok kifayotdir. Baslangici x
noqtasinds olan lokal koordinat sistemi quraq vo S’(x) sothinin x

noqtasinda satha ¢akilon toxunan miistavi lizerindoki proyeksiyasini
P'(x) ilo isara edok. Onda
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J‘ ﬂ(x)%dfs = J. 1(&) cos(r, n)dé:] '“dfm—l ] (53)

-1
S'x) P) r’cos(v,&,,)

Satha ¢okilon normalin yénoldici kosinusu

K
cos(v, é‘m)—{l-l—Z(agg J}
k

oldugunu yada salaraq, (1.4) barabarsizliklorinin kémayi ilo

1 — 2 2a
P <Jl+(m-1)H?*r

yaza Dbilorik. Lyapunov d radiusunu elo kigik segok ki,
(m—-1)H?d** <1 borabarsizliyi 6donsin. Onda S’(x) sothinin

noqtaloari ti¢lin

<V1+1 =42 <2 (5.4)

cos(v,&,,)

borabarsizliyini alariq.

Indi (5.3) baraborliyinin sag torofindoki inteqralalti funksi-
yani qiymatlondiras bilarik.

(1.6) va (5.4) barabarsizliklorindon istifads etsok

cos(r V) 2M Cr* .2M-C

m—1 < m-l-a

Teosw&,) | r p

(5)

alariq. Bu giymotlondirma gostarir ki, (5.3) inteqrali vo bununla da
sado lay potensialinin normal toromosini ifado edon (5.2) inteqrali
yigilinadir. Homin inteqralin bu qayda ils toyin olunmus qiymatina,
sado lay potensialinin normal téromasinin x ndqtesindoki diiz

oV (x)
on

qiymati deyilir vo soklinds isars olunur.

Qapalt S Lyapunov sothinin fozani ayirdigr daxili Q; vo

xarici Q, oblastlar1 {iglin sade lay potensialinin limit qiymotlorini
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x € S lglin
8V(x0) lim 8V(x)
on; Cxox, on
eri
OV(xy) _ lim OV(x)
on, Cxoxy On
xeQ,

isaro edok. Bunlara sado lay potensialinin normal téromasinin daxili
vo xarici limit qiymatlori deyilir.

Lemma 5.1. Ogor S qapali Lyapunov sathi, (&) iso bu
soth {izorindo kosilmoz funksiyadirsa, onda x noqtesi normal

boyunca S sothini kosdikdo

0 1
7o | MOyt S (69)

funksiyasi kosilmoz funksiyadir.
Forz edok ki, x, soth iizorindo hor hansi ndqts, n bu

noqtads sotha ¢okilon normal, x ise bu normal iizerinds yerlagon
ixtiyari noqtedir. Moarkezi x, ndqtesinde yerloson 7 <d (d
Lyapunov radiusudur) radiuslu sferanin S sothindon ayirdigi daxili

hissoni S,’7 , Xarici hissoni isa S,'; ilo isaro edok. Onda

R(x) = R'(x) + R"(x),

0 1 0 1
R0 = [ o) o s a8,

81/7'
n
o 1 o 1
R'(x) = — +— d:S
(x) ju(é)[an Ty rm_z} ¢

Sy
soklinds gostarils bilor.

Asagidaki farga baxaq
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| R(x) — R(xg) | = | B'(x) + R"(x) - R'(x() — R"(x) | <
S|R'(x) | +] R'(xo) | +] R"(x) - R"(x) | (5.6)
vo bu forqi |x —x, |-in kafi qoder kigik qiymsotlori iiciin qiy-
moatlondirak.
Aydindir ki, |x —x | <% sortini 6doyan x -lor va & € Sy

noqtalori ligiin, | xy —& | > 7,

n_n
r=|x—§|=|x—x0+x0—§|2|x0—§|—|x—x0|>77—?=E

oldugundan, R"(x) inteqralinda inteqralalti funksiyada moxrac sifra
cevrilmir vo buna gore do, ixtiyari ¢ > 0 iiclin, elo 77 >0 var ki,

|x —xy| <n/2 olduqda

| R"(x) - R"(xq)| <&/3 (5.7)
olur.
Indi R'(x) inteqralini qiymatlondirok. Aydindir ki,
o 1 N9 1 fk
= 5-cos(n,5y,) = k cos(n, &),
2 2 ;‘axk T (.6 ) = z (.Sx)

2 =Z —-cos(v,gy,) = i — .zﬁk k cosv,&).
Ocr T

Baslangic1 x, noqtesindo olan lokal koordinat sistemindo
X=Xy =--=%,_; =0 vo n normali1 &, istigametindo yonol-
diyindan

cos(n,&,) =0, k=12,....m-1

cos(n,&,,) =1.
Bunlari nozars alsaq, R'(x) inteqralinin niivasi tiglin
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o1 0 me2&—x,
an rm—2 61/ rm—2 rm—l r
m—1
Cl—cosr, )] - P23 Sk cos(r,E,)  (5.8)
rm 1 r

>
I

1
alariq. Bozi qgiymsotlondirmolor aparaq. Yoneldici kosinusun
ifadoasinin vo (1.4) barabarsizliyinin komayilo

1-cos(v,&,,)=1— ! <1 !

B 2. 2a
,1+ Z[afj J1+(m-1)Hr
k=1 86}@

S(m—l)Herz“ S(m—l)Hz-d“-rO“
2 2

=ayry, Th=|x—¢|
qiymatlondirmasini, sonra da (1.9) barabarsizliyinin kdmayila
|cos(v,&) | < Hry', k=12,....,m—1

yaza bilarik. Alinmig bu borabarsizliklari (5.8) da nazars alsaq

o 1 0 1 |
I@n ) + | - ] , A=const (5.9)

borabarsizliyini alariq.
Yuxaridaki (1.5) barabarsizliyindan 1istifade edarak

yazariq. Onda Lyapunov radiusunu kafi qoador kigik gotiirmokls, S,’7
sothinin noqtalori iigiin
Iy <2 1%

barabarsizliyini alariq. Sonra iso
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rP=lx-EP=D (& —x) = pP (& —x) 2 P
k=1

oldugunu nazars alsaq, bunlarin kdmayils (5.9) miinasibatindon
d:S

m-l-a

|R'(x)|§2“-A-MJ'
s, P

boraborsizliyini alariq. S,’7 sothinin x, ndqtesindo sotha ¢okilon
toxunan miistovi {izarindaki poyeksiyasini P,; ilo isars edak va S,’7

lizra inteqraldan P, {izro inteqrala kegok

|R'(x)‘§2aAMJ‘ d’fi?_izu'dé:m—l .
B P cos(v.,)

Proyeksiyanin p <7 kiirosindo yerlosdiyini nozoro alsaq,

polyar koordinat sistemina kegarak, (5.4)-iin kémayi ilo

29V A M 7|,
- n

n
| R'(x)| <2"% . A derljpa_ldp =

7 0

alariq, burada | 7; | ilo m —1 6l¢iilii fozada vahid radiuslu sferanin
sathi isaro olunmusdur. Axirinci barabarsizlikdon goriiniir ki, 7 -nm

se¢moklo
| R'(x) | <§ (5.10)
borabarsizliyini va elaca do
, &£
[ B(xy)| <~ (5.11)

barabarsizliyini ala bilarik. (5.6), (5.7), (5.10) vo (5.11) borabor-
sizliklorinden | x — x| <77/2 sortini ddayen x -lar iiciin
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| R(x) - R(x{) | < ¢

barabarsizliyini aliriq ki, bu da R(x) funksiyasinin x, ndqtosinds
kasilmazliyi demokdir. Bununla lemma isbat olur.

Teorem 5.1. Ogor S qapali Lyapunov sathi, (&) ise bu
soth fizarindo kosilmoz funksiyadirsa, onda S sothi tizorindo sado

lay potensialinin normal tdroamasinin miintozom limit qiymatlori var
va bu limit qiymatlori ligiin agagidaki diisturlar dogrudur

oV (xg) _(m=-2)|oy| oV (x)
on, = > (%) +—8n )
(5.12)
8V(x0)__(m—2)|0'1 | oV (x)
on, 2 Hlxo) * on

e

Lemmadaki R(x) funksiyasinin toyini gostorir ki, bu funk-

Vi(x)

on

siya sado lay potensialinin normal téromasi ilo, ikigat lay

potensiali w(x)-in comindon ibarstdir. Onun x, ndqtosinds

kasilmozliyi

oV(x oV(x — 0V(x

V) 1 4y, = L0 gy = 2250) ()

Gni ﬁn 8 e
demokdir. Bu barabarliklordon
oV(x oV(x _—
(*o) = (o) +lw(xy) —w;(x)],
on; on
(5.13)

oV (xy) _ oV (xy)
on on

+[w(xg) —we (x0)]

yaza bilorik. Ikigat lay potensialinmn limit qiymotlori iigiin(4.6)
diisturlarini nozors alsaq
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(m-2)|o;|

> (%),

w(xy)—w;(xy)=

-2
_w 4(xg).

Bunlar, (5.13) diisturlarinin komoyi ilo (5.12) demokdir.
Teoremin isbatin1 tam axira ¢atdirmaq {g¢iin limitlorin miintozom-

w(xg) —we(xy) =

liyini gdstarmok lazimdir. Bunun ti¢lin sads lay potensialinin normal
téromosini

oV(x) _ [ oV (x)
- on

on + w(x)} —w(x)

soklindo gostormok kifayotdir. Ciinki sag torofdoki kvadrat
métorizonin 6z limitine miintozom yigildigim gostordik. Ikiqat lay
potensiali olan w(x) funkiisiyasinin ise 6z limitine miintazom
yigildigini §4-do demisdik.

Sonralar istifado edacoyimiz bir diisturu da ¢ixaraq. (5.12)
diisturlarini torof-torofa ¢ixsaq

oV(xy) B oVixy)
on: on

l e

(m=2)[ oy [-u(x) . (5.14)

diisturunu aliriq.
VIII FOSIL.

POTENSIALLARIN KOMOYILO
SORHOD MOSOLOLORININ HOLLI.

§1. inteqral tonliklor. Fredholm teoremlori.
Mochul funksiya inteqral isarosi altinda olan tonlikloro

inteqral tanliklor deyilir. Xotti inteqral tonliklorin bir sinfi olan
ikinci nov Fredholm tenliklori haqqinda molumat verok.
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Tutaq ki, Q m olgiili E,, fozasinda her hansi mohdud

oblast vo ya m +1 0lgiilii fozada m 6l¢iili mahdud qapali sathdir.
Asagidaki sokilds inteqral tonliys baxaq:

w(x) - [ K(x, Eu€)de = f(x). (1.1)
Q

Belo tonliklora ikinci nov Fredholm tonliklori deyilir.
Tonlikdoki K (x,&) funksiyasi inteqral tonliyin niivasi, f(x) iso
sarbast haddi adlanir, A hor hansi parametrdir.

Ogor inteqral tonliyin niivesi K(x,&), hor hanst mohdud

A(x,¢&) funksiyasi vo x vo £ noqtolori arasinda olan r = | x — & |

mosafosi iiglin

A
Kix, )= 222

, O<a<m (1.2)

soklindo gostarilo bilirse, onda K(x,&) niivasine zaif maxsusiyyatli

niiva, (1.1) tonliying iso zaif maxsusiyyatli inteqral tanlik deyilir.
Sorbost haddi f(x) = 0 olan

u(x) - A K(x,&)u(@)dé =0 (1.10)
Q

tonliying, (1.1) tonliyina uygun bircins tanlik deyilir.

Aydindir ki, A parametrinin ixtiyari qiymstinds, bircins
(1.3) tonliyinin eynilik kimi sifir halli var. Belo hollo #riviyal hall
deyilir.

Parametrin verilmig giymatindo, bircins (1.1o) tonliyinin an-
caq eynilik kimi sifir holli varsa, onda parametrin bu qiymstine
K (x,&) niivesinin diizgiin qiymati deyilir.

Parametrin hor hansi qiymatinds, (1.1¢) tenliyinin eynilik
kimi sifir olmayan holli varsa, onda parametrin bu giymotino
K(x,&) nivesinin (vo hom do (1.1p) tonliyinin) xarakteristik

qiymoati, homin holloro iso K(x,&) niivesinin (vo ham do (1.1¢)
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tonliyinin)  verilmis  xarakteristik qiymoto uygun maxsusi
Sfunksiyalart deyilir.
Aydindir ki, ogor u (x),u,(x),...,u,(x) funksiyalan

K(x,&) niivesinin miioyyan xarakteristik qiymato uygun moxsusi

funksiyalaridirsa, onda bu moxsusi funksiyalarin ixtiyari xotti
kombinasiyast da homin xarakteristik qiymoto uygun moaxsusi
funksiya olacaq.

Xarakteristik qiymoto uygun xotti asili olmayan maoxsusi
funksiyalarin sayina homin xarakteristik qiymatin ranq: deyilir.

Ogor xarakteristik giymotin ranqi biro boraboardirss, onda
ona sada xarakteristik qiymot deyilir.

Verilmis K(x,&) niivesi ilo

K (x,6) = K(&.,%)

soklindo bagl olan K™(x,&) niivesing, K(x,&) niivesi ilo gosma

niiva deyilir, burada xott kompleks qosmani gdstorir.
Aydindir ki, K(x,&) funksiyast haqiqi funksiyadirsa, onda

gosma niivoni almaq {¢iin ancaq x vo & dayisenlorinin yerini
dayismok kifaystdir
K'(x,8) = K(&,%).
Niivesi K*(x, &) olan
v(@) - A[ K (x,£p(£)dé = F(x) (1.3)
Q

tonliying, (1.1) tonliyino gosma tonlik,

v() = A [ K* (2, Hu(€)dé = 0 (1.30)
Q

tonliyins isa (1.1) tonliyino uygun gosma bircins tonlik deyilir.

Zoif moxsusiyyetli ikinci név Fredholm tonliklori iigiin
Fredholm alternativlori adlanan asagidaki teoremlor dogrudur. Bu
teoremlorin isbatin1 miixtalif kitablarda tapmaq olar [ ].
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Teorem 1.1. Ogor (1.1) tonliyina uygun bircins (1.1¢) ton-
liyinin ancaq triviyal holli varsa, onda (1.1) tonliyinin, istonilon
kasilmoz f(x) ii¢iin yegana halli var.

Teorem 1.2. Ogor A, bircins (1.1¢) tenliyinin xarakteristik
qiymatidirss, onda qosma (1.3p) tonliyinin do xarakteristik qiy-
motidir vo bu tonliklorin hor ikisinin A, xarakteristik qiymating
uygun xatti asili olmayan moxsusi hollorinin say1 eynidir.

Teorem 1.3. Ogor (1.1¢) bircins tonliyinin trivial olmayan
hallari varsa, onda geyri bircins (1.1) tonliyinin hollinin olmasi tiglin
zoruri vo kafi sort, onun sag torofi olan f(x) funksiyasinm, (1.1¢)
tonliyino qosma olan (1.3p) bircins tonliyinin hollorinin tam
sistemina ortoqonal olmasidir

ff(é)vj(é)d§=o, j=12,... k. (1.4)
Q

Biz potensiallar nozariyyosinin komayi ilo Dirixle vo Neyman
masalalorini inteqral tonliklere gatirib, alinan tonliklors yuxaridaki
Fredholm teoremlorini totbiq edacoyik.
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§2. Dirixle vo Neyman masalolarinin inteqral
tonliklora gatirilmasi.

Qapali S Lyapunov sothinin ohato etdiyi sonlu daxili
oblast1 Q;, xarici oblast1 iso €, ilo isaro edok.

Asagidaki kimi daxili vo xarici Dirixle mosalalorine baxaq:

Daxili Q; (xaraci €,) oblastinda harmonik olan elo u(x)

funksiyas: tapmali ki, bu funksiya Q,US oblastinda (Q, US

oblastinda) kosilmoz olmagla, S sorhoddi {izerindo verilmis
kasilmoz ¢(x) funksiyasi iigiin

ulg = p(x) (2.1)

sotini 6dasin.
Bu mosalaloro uygun olaraq D; ve D, masolalori deye-
coyik. Masalalorin hallini sixlig1 z(x) moachul funksiyasi olan ikiqat

lay potensialt

1

0
= _d.S 2.2
u(x) i#(é) - : (2.2)

m-2
soklinds axtaraq. Malum oldugu kimi, g(x) kesilmoz funksiyadirsa,
(2.2) diisturu ils toyin olunmus w(x) funksiyas: hom Q; vo hom do

Q, oblastlarinda harmonik funksiyadir. Bu funksiyanin D; va ya

e
D, moasalolorinin holli olmast {iglin, daxili vo ya xarici limit
giymeatlori, uygun olaraq,

u;(x) =p(x), xS
Vo ya

U,(x) =p(x), xe8S
sortini 6domolidir. Ikiqat lay potensialinin limit giymatlori diistu-

rundan, D; masaloesi ligiin
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1
rm—Z

_(m-2)|0
2

0
- pa(x) + i &~ d:S = p(x),

D, masalasi liglin

(m-2)|o|

o 1
: -u(x)+£y(§)5—rm_2 d:S = p(x)

borabarliklorini yaza bilorik.
Bununla, D; vo D, masaloalori, uygun olaraq,

2 1 20(x)

0
U)o -iy@g—rm_z S == T @Y
Vo
-z o _1 __ o)
M Doy i”@av 7 Gy ey Y

inteqral tonlikloro gotirilir.

Bu inteqral tonliklori aragsdirmaqdan ovval, daxili ve xarici
Neyman masololorini do inteqral tonlikloro gotirok, sonra iso alian
tonliklori bir yerds aragdirariq.

Neyman mosalalorinin qoyulusunu yada salaq:

Daxili Q; (xarici €, ) oblastinda harmonik olan elo u(x)

funksiyas: tapmali ki, bu funksiya Q,US oblastinda (Q,US

oblastinda)  kasilmoz téromolors malik olmaqgla, S soarhoddi
iizorinds verilmis kasilmoz w(x) funksiyasi iiglin

ou
—1 =wx) (2.5)
on S
sartini 0dasin.
Bu masalolore NV; vo N, masalalari deyacayik. Masalslorin

hallini sixlig1 7(x) machulu olan sads lay potensiali
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1
u(x) = jr(g)rm—_zdés (2.6)

S

soklindo axtaraq. Belo toyin olunmus wu(x) funksiyast Q; vo Q,
oblastlarinda harmonik funksiyadir. Bu funksiyanin masslonin halli

olmasi ii¢lin normal téromenin limit qiymatlori, uygun olaraq,

ou(x)

S
on, =y(x), x €
)
XY _yx), xesS
on

e
sartlorini 6domalidir.

Sads lay potensialinin normal téramasinin limit qiymaotlori
diisturlarinin koémayils, daxili Neyman masalasini

1 o 2p(x)
r(x)+—_2)| | (5) T deS = o @)
xarici Neyman masalasini iso
1 2y(x)
.- = ——d;S=-——"7"— (28
e 7l T TR

inteqral tonliklorino gatirorik.

Alinmis (2.3), (2.4), (2.7), (2.8) tonlikloring, adaton po-
tensial nozoriyyesinin inteqral tonliklori deyilir.

Belalikls, Dirixle vo Neyman masalolorinin hslli potensial
nozariyyosinin inteqral tonliklorinin aragdirilmasina gotirilir.

Bu tonliklorin aragdirilmasi ile masgul olagq.

ovvalco geyd edok ki, inteqral tonliklorin niivelori iiglin
kegan fosilds aldigimiz
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o 1 -2
— = cos(v,r)
ov r -2 rm—l
o 1 —(m-
— = (m =2) cos(n,r)
on rm 2 r 1

diisturlar1 vo
| cos(n,r) | < cr?,
| cos(v,r) | < er?

qiymatlondirmoalori gostorir ki, bu niivelor zoif moxsusiyyatli
niivalordir. Ona gore do bu inteqral tonliklors yuxarida soyladiyimiz
Fredholm teoremlorini totbiq eds bilarik.

§3. Potensial nazariyyasinin inteqral
tonliklorinin arasdirilmasi.

Yada salaq ki, n soth {izorindo gotiiriilmiis x noqtesindo, v
iso £ noqtasinds sotha gokilon normallar idi. (2.8) tonliyinin niivasi,

(2.3) tonliyinin niivesindo v ovozino n yazmagla alinir. Bu o

demokdir ki, bu inteqral tenliklorin niivelori x va &-nin yerini

dayismokls almirlar. O niivelor hom ds haqiqi olduglarindan, onlar
bir biri ilo qosmadirlar. Eyni osasla, (2.4) vo (2.7) tenliklorinin
niivalari bir biri ilo qogmadir.

Ovvalca qosma (2.3) vo (2.8) integral tonliklorini arasdiraq.
Gostorak ki, (2.8) tenliyina uygun bircins

7(x) - S=0 (2.8

(m —2)|



157

tonliyinin yalniz eynilik kimi sifir halli var.

Oksini forz edok. Tutaq ki, 7y(x) funksiyas1 bu tonliyin
eynilik kimi sifir olmayan hor hansi kesilmoz hollidir. Sixlig1 7, (x)
olan

Vo(x) = j

S

d:S

sado lay potensiali diizoldok. Bu potensialin normal tdramasinin
xarici limit qiymaoti

V@  (m-2)|o| o 1
=— + — d:S,
o @) £ 0@ e
(2.8y) tonliyina goro, sifirdir,
M) _o yes. (3.1)
on

e
Digor torafdon, V(x) funksiyasi sade lay potensiali
olmaqla, Q, oblastinda harmonikdir. Demali, V(x) funksiyasi

xarici Neyman moasalosinin (3.1) sortini 6doyan hollidir. Xarici

Neyman mosoloasinin hollinin yegansliyinden, x € Q, iigiin
Vo(x) =0 (3.2)

oldugunu aliriq. Sads lay potensiali biitlin fozada kesilmoz funksiya
oldugundan

Vo(x)=0, xe8 (3.3)
alariq. Lakin V(x), sade lay potensiali kimi, Q; oblastinda
harmonikdir, onda (3.3) sartino gore V(x) =0, x € Q;.

Bu o demokdir ki,
%:O, xeS. (3.4)

l
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Kegon paraqrafin (5.14) diisturuna gors, (3.1) vo (3.4)
barabarliklorindon  7y(x) =0 alariq. Demoli, (2.8¢) bircins
tonliyinin yalniz eynilik kimi sifir halli var. Onda Fredholmun ikinci
teoremino gora, qosma (2.3p) tonliyinin do ancaq sifir halli var.
Beloliklo, Fredholmun birinci teoremins osason, (2.3) vo (2.8)
tonliklorinin, ixtiyari @(x),w(x) kesilmaz funksiyalar ii¢iin yegano
hallari var.

Bu deyilenlori agagidak: sokilds yekunlasdira bilorik.

Teorem 3.1. Ixtiyari qapali S Lyapunov sothi vo bu soth
iizorindo verilmis kosilmoz ¢(x) funksiyas: {igiin daxili Dirixle
masalasinin yegans holli var va bu hall ikiqat lay potensiali soklindo
gostoarilo bilar.

Teorem 3.2. ixtiyari qapali S Lyapunov sathi va bu sothin
iizorinds verilmis kosilmoz w(x) funksiyasi {igiin xarici Neyman
masalasinin yegana halli var va bu hall sads lay potensiali saklinda
gostoarilo bilar.

Indi (2.4) vo (2.7) qosma inteqral tonliklorinin todqiqine
kegak.

Kegon fasildo hesabladigimiz (3.2) Qauss diisturundan
goriiniir ki, z,(x) =1 funksiyasi (2.4) tenliyins uygun bircins

u(x) +TJ.,U(§) ——d:5=0 (2.40)
tonliyinin hallidir. Demali, —; adadi (2.4¢) tonliyinin
(m-2)|o |

xarakteristik qiymotidir. Onda Fredholmun ikinci teoremins gors bu
giymot qosma tonlik ii¢lin do xarakteristik qiymstdir, yoni

T(x)+TI (5)

S=0 (2.70)

tonliyinin do heg¢ olmasa bir sifirdan farqh 7o(x) halli var. Gostorak
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ki, bu tenliyin 7, (x)-lo xatti asili olmayan basqa holli yoxdur.

Bu mogsadle sixlig1 7,(x) olan sads lay potensiali

1
d.S

rm—2

Vo) = [ 75(&)
S

diizoldak. 7(x) funksiyasinin (2.7;) tonliyini 6domasi

oV, (x) _
on,

2

0, xe8S (3.5)

demokdir. Sados lay potensiali olmaqla, Q; oblastinda harmonik olan
Vi (x) funksiyasi, (3.5) bircins Neyman sortini 6dodiyindon, daxili
Neyman mosolosinin hollinin yeganoliyi teoremino osason, €Q;
oblastinda eynilik kimi sabitdir V(x)=C\, =const .

Lemma 3.1. Sado lay potensiali V,(x) €, oblastinda

eynilik kimi sifirdirsa, onda bu potensialin sixlig1 da eynilik kimi
stfirdir.
Dogrudan da, V,(x) funksiyasinin kesilmozliyinden, onun
S sorhoddi tizorindo do eynilik kimi sifir oldugunu alariq. Bu
funksiya €, oblastinda Dirixle mosolesinin sifir sorhad sortini
6dayon halli olardi. Onda V,(x) =0, x € Q, alardiq. Bu iss, 6z
ndvbasinda,
oV, (x) _

0, xeS (3.6)
on

e

demoak olardi. Alinan (3.5) vo (3.6) borabarliklarindan, kegon fasilin
(5.14) diisturuna goro, 7,(x) =0 alardiq. Lemma gostorir ki,

Cy # 0 olmaldir.
Indi tutaq ki, (2.7¢) tonliyinin 7, (x)-don forqli hor hansi

7;(x) halli do var. Bu sixligla
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1
> d:S

r’m

Vi) = [71(8)
S
sado lay potensiali diizoldok. Yuxaridaki qayda ilo gostors bilarik ki,
x € Q; tgin, Vi(x) = C, = const.
Iki hollin xotti kombinasiyasi kimi

75(x) = Cyzp(x) = Cyry(x)

funksiyas1 da (2.7p) tonliyinin hollidir. Bu hallin komayile diizal-
dilmis
1
Va(®) = [ 72(&)—5-d:S = V() - CoVi ()

S P
sado lay potensiali iiciin, x € €; oblastinda
V,(x) =C,Cy-CyC, =0
alardiq. Onda yuxaridaki lemmaya gors, sixliq 7,(x) = 0 olardi. Bu

C
iso o demokdir ki, 7;(x) = C—lro (x), yoni 74(x) vo 7y(x) hallori
0

xatti asilidir. Demoali, (2.7,) bircins tonliyinin yalniz bir xatti asilt
olmayan holli var. Onda Fredholmun ikinci teoremino goérs, (2.40)
tonliyinin do ancaq bir xatti asili olmayan halli var. Fredholmun
tiglincii teoreming osason, (2.7) tonliyinin halli olmasi ti¢iin zaruri va
kafi sort, onun sag torafinin vahids ortoqonal olmasidir

jm@%szo. (3.7)
S

Yeno homin teoremo gora, (2.3) tonliyinin halli olmasi tigilin
zoruri vo kafi sort onun sag torofinin (2.7p) tenliyinin 7,(x) hollino
ortoqonal olmasidir

ﬁuﬂm@%8=o. (3.8)

Q
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Deyilonlori asagidaki teoremlor soklinde yekunlasdira
bilarik.

Teorem 3.3. ixtiyari qapali S Lyapunov sothi vo bu soth
tizorindo verilmis kosilmoz ¢(x) funksiyasina goro xarici Dirixle
masolasinin ikiqat lay potensiali soklindo gostorilo bilon hallinin
varlig1 ti¢iin zoruri vo kafi sort (3.8) baraborliyinin 6donmasidir.

Teorem 3.4. ixtiyari qapali S Lyapunov sothi vo soth
tizorinds verilmis y(x) kesilmoz funksiyasina gora daxili Neyman
mosolasinin  hollinin  olmas1 iigiin  zoruri vo kafi sort (3.7)
boraborliyinin 6donmosidir. Maosolonin holli varsa, onu sado lay
potensiali soklinds gostarmok olar.

Qevd 3.1. Yuxaridaki (3.8) sorti 6donmirss, (2.4) inteqral
tonliyinin holli yoxdur. Bu holo xarici Dirixle masolosinin hollinin
olmamasi1 demsk deyil. Bu ancaq o demokdir ki, masslonin halli
ikiqat lay potensiali soklindo gdstorilo bilmir.

84, Xarici Dirixle masalasinin halli.

Xarici Dirixle masalasinin hall olunmasi {igiin (3.8) sorti ona
gora almir ki, biz mosalonin hollini ikiqat lay potensiali soklindo

axtarmagla, hollin iizorine |x|—>oo-da O(|x|'"™™) soklindo sifira
yaxinlagsma tolobi qoyuruq. Lakin funksiyanin qeyri-mshdud
oblastda harmonikliyi iigiin onun O(]x|*™™) soklinde sifira
yaxinlagmasi kifayatdir.

Umumiliyi pozmadan, farz edok ki, koordinat baslangac1 S

Lyapunov sothinin shato etdiyi €2; daxili oblastina daxilidir. Xarici

Q, oblast1 iiclin Dirixle masolosinin hallini
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@ (4.1)

m-2

0 1
u(x) = ——d;S+
@) iu(é) o T St
soklindo axtaraq, burada (&) S sothi iizorindo toyin olunmus

machul funksiya, « iso halslik machul sabitdir.
Borabarliyin sag torafindoki toplananlarin har biri harmonik
funksiya oldugundan, (4.1) borabarliyinin toyin etdiyi u(x)

funksiyas1 €, oblastinda harmonik funksiyadir. Bu funksiyanin

xarici Dirixle mosoalosinin halli olmasi {i¢iin S sothi tizorindo

2 0 1
H(x) + miﬂ(f)g}ﬂm—_zdgs +
P S S ——IC)) 4.2)
(m=-2)loy| |x|™? (m=-2)|oy]

miinasibati 6denmalidir.
Yuxarida aldigimiz (3.8) sartino gors, (4.2) tonliyinin hall
olunmasi ii¢iin zaruri vo kafi sort

[0 (5)[%:) - L_}dgys -0 (4.3)

2
5 1S

sortinin 6denmasidir, burada 7,(x) (2.7) tenliyinin yegana triviyal
olmayan hollidir. Biz yuxarida gosterdik ki, sixlig1 bu z,(x) halli
olan
Vo) = [ @)= deS. ez
S

sado lay potensiali, x € Q; ndqtoleri {iglin eynilik kimi sabitdir vo
ham do bu sabit sifir deyil V,(x) = C, # 0. Bu C, sabitini vahid
gotiirmok olar. Ciinki oks halda, (2.7,) tonliyinin 7y(x) halli
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avazing TOC(x) hallini gotiirardik va sixligi 7 () olan sada lay
0 0
potensialt
Vo(x)=J.f0(§)' 12 dngEl, req
s Co ™

oldugundan, xiisusi halda x =0 gotiirmakls,

1
J.To(g)ﬁd(’rs =1
5 K3
barabarliyini alariq.
Belalikla, (4.2) tonliyinin hall olunanlig: iigiin (4.3) zoruri
vo kafi sartindon, (4.1) gostarisindoki « sabitini

a = [7(©)p(&)d.S
S

soklindo tapariq.

Bununla, asagidaki teoremi sdylays bilorik.

Teorem 4.1. Ixtiyari gapali S Lyapunov sothi vo bu soth
iizorindo verilmis kosilmoz ¢(x) funksiyasi iiglin xarici Dirixle

mosalosinin halli var bu hall ikigat lay potensiali ilo

[RIGEGEAS

m-2
| | S

toplananin comi soklindo gostarils bilar.
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